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Vorwort. 



JDie älteren Werke über Differenzenrechnung besitzen nicht die 
Strenge^ die unsrer Zeit eigentümlich ist. In dieser Beziehung ist 
befriedigend das Buch von A. A. Markoff (Differenzenrechnung, 
St. Petersburg 1889—1891; deutsch von Th. Friesendorf und 
E. Prümm. Leipzig, bei B. G. Teubner. 1896). Ich habe versucht 
einige Verbesserungen zu machen. Vielleicht ist es mir gelungen 
einige Beweise zu vereinfachen und den Stoff systematischer an- 
zuordnen. Um die Arbeit den Studierenden zu erleichtem, habe ich 
speziellere Probleme beiseite gelassen und mich hauptsächlich auf 
elementare Fragen beschränkt. 

Worin nach meiner Meinui^ das Wesentliche in der Differenzen- 
rechnung besteht, habe ich in einem Beferat dargestellt. (Encyklo- 
pädie der mathematischen Wissenschaften, Bd. I, p. 918 — 937.) Dort 
findet man hinreichende Literaturangaben. In kleinem Baume konnte 
ich nur Sätze aussprechen, die Beweise sollte der Leser selbst suchen. 
Um ihm die erforderliche Mühe und Zeit zu ersparen, folge ich 
dem Vorschlag des Herrn B. G. Teubner und übergebe der Öffentlich- 
keit dieses Lehrbuch. 

St. Petersburg, den 6. Dezember 1903. 



D. Seliwanoff. 
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Erster TeU. 

Differenzen. 



Erstes Kapital. 

Hauptsätze über Differenzen. 

1. Definitionen. Wenn eine Funktion f{x) gegeben ist^ so 
heißt der Ausdruck f(x + h) — f{x) Differenz von f(x), in Zeichen: 

fix + h)- fix) = Afix). 

Wenn man diesen Ausdruck in eine andre Form bringt, so 
entsteht die Gleichung P . .^ 

f(x + h)-f{x) = ip{x) rA 

oder 

Afix)=^q>ix). 

Hier kann x beliebige Werte annehmen, h soll aber konstant 
bleiben. 

Ist z. B. fix) = x^, Ä == 1, so hat man 

m = 0, f{l) = l, /•(2) = 8, /•(3) = 27, /•{4) = 64,... ^ 

Af{0) = 1 , Af0) = 7, A/-(Ä) = 19, £^f(ß) = 37, . . . 

Die Differenz toh Af(x) heißt zweite Differenz Ton f(x) oder 
Differenz zweiter Ordnung: 

A^f(x) = Af(x + h)-Af{x). 

Entsprechend ist 

AY(a;) = A*f(x + Ä) - AY(a;), L*f(x) = A»f(x + k)- A'f{x), . . . 

In dem Beispiel ist 

A'f(0) = 6, AY(1) = 12, AY(2) - 18, . . . 
AY(0) = 6, AY(1) = 6, . . . 

AY(0) = 0, . . . 

Seliwanoffy DifferenzenreclmaiLg. 1 
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Diese Besultate lassen sich in folgender Tabelle zusammenstellen: 
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AY 


AY 


AY 
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6 
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12 


6 
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19 


18 
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27 


37 
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64 











3. DUforensen einfacher Fnnktioneii. Unter einfachen 
Funktionen versteht man diejenigen, deren Differenz direkt bestimmt 
werden kann. Die Funktion heißt zusammengesetzt, weim ihre 
Differenz durch die Differenzen andrer Funktionen ausgedrückt 
werden kann. 

In der Differentialrechnung ist 

Die Differenz yon af* hat keine einfache Form, weil 

ist. Die einfache Punktion, die der Potenz entspricht, ist in der 
Differenzenrechnung die folgende 



f(x) = x{x — h)(x — 2h) . . . (a: — n — lÄ). 
Die direkte Rechnung ergibt 



f{x + Ä) - f{x) = (a? + h)x(x — h)...(x — n-2h) 

— x(x — h)(x— 2h) . . . (x — n — Ih). 

Um diesen Ausdruck zu transformieren, setzen wir vor die 
Klammem den gemeinsamen Faktor 

x(x — h)(x — 2h) . . . (a; — n — 2h) 

und machen Reduktionen in den Klammem. 
Auf diese Weise findet man die* Formel 



A[x{x — h)(x — 2h) . . .(x — n — lÄ)] 



= nhx(x — h)(x — 2h) . . . (a: — w — 2h). 

Spezielle Fälle dieser Formel sind 

Aa; = Ä, A[a:(a: — ä)] = 2hx, 

A[x{x — h)(x — 2h)'] ==! 3Äa;(a; — Ä), . . . 
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Etwas einfacher ist die Formel 



y. x(x — h){x— 2Ä) . . . (a; — n — 1 Ä) , x{x — Ä)(ic — 2ä) . . . (ä — n — 2ä) 

123. ..n "" 1.2-3.. .(w-1) ' 

die ganz analog bewiesen wird. 

Wir werden noch folgende einfache Funktionen angeben: 



x{x + Ä)(a; + 2Ä) . . . (a; + n- lÄ) 

Hier ist m eine Konstante. 

Die direkte Bechnong ergibt 

1 



} m^j sina;, cosa:. 



a;(a: + Ä)(aj + 2Ä)...(a: + n-lÄ) (a? + Ä)(a; + 2Ä)(a; + 3Ä) . . . (a; + nÄ) 

1 



aj(a; + Ä)(a;+2Ä).. .(a:-fn— lÄ) 

= ^ \-l il 

(a; + Ä)(a; + 2Ä) . . . (a; + n-lÄ)U + »»Ä äJ 

x{x -f Ä) (o; -f 2Ä) . . . (o; + «Ä) 
Spezielle FäUe dieser Formel sind 



Etwas symmetrischer ist die Formel 

K l-2»3...(n— 1) , l-2'3. ..n 

aj(a; + Ä)(a: + 2Ä)...(a? + n^Ä)~ ' x{x\'h)(x-\-'l'h) . . ,{x\nh) 

Eine sehr einfache Funktion ist m* weil 

A w* = m*+* — w* = m*(m* — 1). 

Um die Differenz dieser Funktion zu bilden, genügt es, wP mit 
dem konstanten Faktor m* -— 1 zu multiplizieren. 

Nach den bekannten Formehi der Trigonometrie ist 

sin(a; + ä) ~ smn; - 2sin Jcos(a: + |) = 2sin Jsin (rr + | + |), 

cos(ä; + ä) - cosa; = - 2sin|sin {x + 1) = 2sin|cos(a; + | + |V 
Also wird 



Acos a; = - 2 sin I sin (ic + 1) = 2 sin I coß (a; + A±i[V 



\ 



V 
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Die wiederholte Anwendung der angegebenen Formeln liefert 
uns folgende Ausdrücke für Differenzen höherer Ordnung 



j^m x(x-h)(x-2h)...{x-n-lh) ^m x(x-'h).,.{x-n^m-lh) j^^_ ^ 

Li Z — ä — 5 =n • ; — r — r 7 r lUTIfK^fll 

.n x(x — h)(x — 2h)...{X'-n — lh) __ ,n 
^ 1.2.3...n -^ > 



.m l-2-3...(n-l) ^ ,_ ,vm 1- 2 - 8 . . . (n + m~ 1) 

x{x + h)(x + 2h)...(x + n-lh) "^ x(x + h) , . .{x + n + m—lh)' 

An X X ( h i \n 

A^sina? = (2 sin-j • sin (o? + w • —^-)^ ^ 

A"cosa; = (2sin— j cosfa? + n- \ y 

Das sind die wichtigsten Formeln^ die für das Folgende aus- 
reichen. 

3. Differenzen zusammengesetzter Funktionen. Wenn 

wobei G eine Konstante ist^ so ist 

f(x + Ä) - fix) = \_^>{x + Ä) + CT] - l^>{x) + C] = 9(0? + Ä) - ^>{x\ 

also t^f(x) = b.^>{x). 

Bei der Berechnung der Differenz kann also der konstante Sum- 
mand weggelassen werden. 

ist, 80 ist 

£^f{x) = Ctp{x + h)- Cq>{x) == G[q>{x + Ä) - g>{x)'] 

oder ^ [Cg, (a;)] = C A g> (x). 

Der konstante Faktor kann also Tor das Zeichen A gesetzt 
werden. 

Ist die gegebene Funktion f{x) Summe von mehreren Funktionen: 

fix) = f,{x) + f^(x) + --- + Ux), 
80 findet man 

£^f{x)=[f,(x+h)+f,(x+h) + -- .+f^(x+h)]-{f,ix)+f,(x)+-- •+f^ix)] 

=[f,(x+h)-f^(xy] + [f,(x+h)-f,(xy] +...+[f^(x+h) -Ux)]. 

Es hesteht also die Formel 




i 
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Die bewiesenen Sätze lassen sich in einer Formel vereinigen. 

Es ist 

A[0 + CJ^ix) + C,f,{x) + . . . + C^f,.(xy\ 

- CiA/i(a:) + Q A/i(:r) + • • • + C^£^U{x), 

wobei Cy C^f C^y , , .yCfi konstant sind. 

4. Differenzen ganzer Funktionen. Es sei 

f(x) =jPoaJ" + jPirr""^ +i>2^"*H hPn--iX + jp„. 

Es ist bequemer, diese Funktion zuerst in die Form 

rr^\ J j. A ^-^ ■ A {x-a){x-a-h) , ^ {x-a)(X'-a-h){x-'a- ^h) , 
/ W — -^0 "T ^i~~f~ "T^ i~2 •"^8 1.2.3 ' 



^ (rc — a)(a5 — a — Ä). . .(« — a — n — lÄ) 
••*+^ 1.2.3.. .n 

zu bringen. Zur Bestimmung der Koeffizienten bemerken wir, daß 
bei der Division von f{po) dnrch x — a der Rest A^ ist und der 
Quotient 

r> / \ A I 4 x^a — h , . {x^a — hMx — a — 'i'h) , 



^-^ 12 .3...n 

Es ist noch zu bemerken, daß f^ipc) die Form hat 

Dividiert man /i(a;) durch o? — a — Ä, so findet man den Rest A^ 
und den Quotient 



rsW-^l-g+Aj 1.2.3 -»-••• + ^~ 1.2.3.. .n 

Das erste Glied von f^{x) ist p^iz^""*. 
Schließlich ist 

/•,_.(a;)=A-i- i.a...(^_i) +A 1.2.8. ..n -Po^ + 2- 

Hier ist g eine Zahl, die sich vollständig bestimmen läßt. 

Durch Division von fn—i(x) durch rr — a — w — 1^ findet man 

den Rest :r-7i — T^ ^v ^^d den Quotient ^ ^ ** — Dieser Quotient ist 
1.2...(n— 1) ^ 1.2...n ^ 

aber p^. Es ist also 

1.2.3...n~^0- 

Nachdem die Koeffizienten Aq, A^, A^j , . ,, An bestimmt sind, 
erhält man mit Anwendung der Formeln (Nr.£): 
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oder 

Es besteht also der Satz: 

Die erste Differenz einer ganzen Funktion n*^ Grades 
ist vom (n — 1)**^ Grade und die w*® Differenz ist konstant. 

Für x = a ist 

A7(a) = Ä^^,. 

Wir sehen^ daß die Koeffizienten A^, A^, . , .,An sich durch 
Differenzen ausdrücken lassen: 

Diese Werte der Differenzen bestimmen sich durch die Werte 
der Funktion f(x)\ 

f(a), f(a + h), f{a + 2h),,.,,f(a + nh). 

Da aber f(x) eine beliebige ganze Funktion w*®^ Grades ist, so 
besteht die Formel 



.(x — a)(x — a — h)..,{x — a — n — lh) A**/(a) 
^ "^ 1-2-3.. .n ' "~Ä»» 

für jede Funktion von der Form 

f(x) = jPo^c« + p^af-^ + p^af-^ H h i)„_i ic + jp„, 

wobei einige Koeffizienten gleich Null sein können. 

Das ist die Newtonsche Interpolationsformel. 
Es sei z. B. 

a = 0; h = l, f{x) = Ol?. 

Wir haben schon in Nr. 1 gesehen, daß 

/•(0) = 0, A/(0) = 1, AY(0) = 6, AY(0) = 6. 
Folglich ist 

x^ = x^ ^x{x - 1) + a;(a; — !)(« — 2). 
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Als zweites Beispiel nehmen wir 

a_ü, Ä-1, f(x)- i.2.3...n 

Hier ist y konstant yorausgesetzt. 

Nach der bewiesenen Formel (Nr. 2) ist 

A»»/-/m y(y-i)...(y-n + w + i) 

Daraus folgt; daß 

(x + y){x + y-l),..(x + y-n + i) ^ y(y-l).,.(y-n+i) 
1-2- 3 . ..n 1-2-3 .. .n 

, X y(y-l)...(y-n + 2) xjx-^l) y(y- 1) . . . (y-n + 3) 



+ 



1 l-2-3...(n-l) ' 1-2 1-2. ..(n-2) 

x(x—l) . . .(x — n + 1) 



l*2-3...n 

Diese Relation besteht für beliebige Werte von x und y; sie ist von 
Cauchy benutzt worden^ um den binomischen Lehrsatz auf beliebige 
reelle Exponenten auszudehnen.^ 

B. Differens des Produktes zweier Funktionen. Wenn 
man die Differenzen zweier Punktionen g)(x) und ^(a?) kennt, so ist 
es leicht, die Differenz ihres Produktes zu bilden. ... 

Wenn f{po)=-q>{x)-il>{cß) ist, so ist 

t^f{x) = g){x + h)' t{x + h) — g>(x)' i){x) 

= [(p(x) + A(p{xy\tlf{x + h) — g)(x) • ^(a?) 

= 9>(^)['4f{x + Ä) — i^i^y] + ^(^ + h) ' Ag)(x). 
Man findet also die Formel 

A[qp(rr) • ^'(a?)] = g>{x) • A^(a;) + ^(a; + A) • A(p(x). 
Z. B. für A = 1 ist 

6. Dlfferensen von sin u und cos u. Wir wollen voraussetzen, 
daß u eine Funktion von x ist, deren Differenz bekannt ist. Es ist 
Asint^ und Acost^ zu berechnen. 

Wenn man x durch x + h ersetzt, so geht w in m + Am über. 
Deswegen ist 

smw == sm(M + Aw) — sm% = ^sm-^^ • coslw +-2~)' 
Acos u = cos(% + Au) — cosM = — 2sm-r- • sm lu + -g-j« 



* Cauchy, Cours d'analyse, p. 169. Paris. 1821. 
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Damit beschließen wir die Sätze über Differenzen zusammen- 
gesetzter Funktionen. 

7. Berechnimg Aqüldistanter Werte einer ganzen Funk- 
tion. Es sei f{x) eine ganze Funktion n*^ Gh*ades^ deren Werte 

ausgerechnet seien. 

Es sollen die Werte 



/•(a + w + lÄ), f{a + n + 2h), f(a + n + ih),... 
und 

f(a-h), f(a-2h), f(a-3h),.,. 

bestimmt werden. 

Diese Aufgabe laßt sich leicht mit Hilfe . der Differenzen auf- 
lösen. 

Durch wiederholte Subtraktionen bestimmt man die Reihe der 
Werte 



A /(a), A f(a + h), A f(a + 2h), . . ., Af(a + n-lh), 
A» f(a), A» fia + h), AY(a + 2Ä), . . ., AY(a + w^^Ä), 

A»-V(a), A'^-VCa + Ä), 
A*^ fia). 

Da aber A"/*(ir) konstant ist (Nr. 4), so ist 

*A"/'(a + Ä) = AV(a). 
Mit Benutzung der Formel 

A*-V(^ + Ä) = A*-V(^) + AV(^) 
und durch wiederholte Additionen erMlt man die Werte 

A'*- V(» + 2A) ^^ = A"~V(a + Ä) + A" f(a + Ji), 

A'*" V(a + 3A) = A"" V(a + 2Ä) + A**" V(a + 2ä), 

A^ /"(a + tT^Tä) = A» /"(a + üT^h) + A« /•(a + fT^h), 

A /"(a + nÄ) ==A f(a + n'^h)+A^ fia + n-lh), 

f(ji + n + Ih) = f(a + nh) +A /"(a + wÄ). 

In derselben Weise werden auch die Werte 



f{a + n + 2h), f{a + n + 3ä), . . . 
berechnet. 



o^ 
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Um f{a — h) xa bestimmen, bemerken wir, daß 

A"/"(o - Ä) = AV(a) 
ist, und daß die Bel&tion 

A*-Y(a:) = A*- VC« + Ä) - AV(«) 
besteht. 

Wiederholte Subtraktionen geben uns die Werte 

A""V(a - Ä) = A"- V(a) - A" f(a - h), 
A"- V(» - Ä) = A"-V(ö) - A"- VCo'- Ä), 

A» f(a - Ä) = A» /•(«) - A» f(a - h), 

A /•(o-A) = A /■(a)-A* f(a^h), 

f(a -h)= f(a) - A /•((!- A). 

Ebenso findet man aach die Werte 

f(a-2h), f{a — %%),... 
Als Beispiel nehmen wir 

a = _l, A=l, /-(a;) = «*+«»- 2« -1. 
Die Rechnnng gibt 

/•(-1) = 1, /-(O) 1, /•(!) 1. 

Durch Subtraktionen findet man 

A /•(-!) 2, A/'(0) = 0, 

AV(- 1) = 2. 
Nach der- bewiesenen Formel (Nr. 4) ist aber 

AY(«) = 6 
für jedes x. 

Die Anwendung der Additionen gibt uns 

AY(0) = 8, A/-(l) = 8, /•(2) = 7; 
AV(1) = 14, A/(2) = 22, /(3) = 29. 

Um /"(— 2) und /*(— 3) zu bestimmen, sind folgende Rechnungen 
anazafOhren: 

AV(7 2) 4, A/-(-2) = 2, f{-2) 1; 

£i^f(-3) 10, A/"(-3) = 12, f{-3) 13. 

\ 
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Diese Resultate lassen sich in der Tabelle zusammenstellen: 



X 


m 


A/- 


AV 


AY 


3 


13 


12 


10 


6 


2 




2 


-4 


6 


1 




2 


2 


6 





1 





8 


6 


1 




8 


14 




2 




22 






3 


29 









Aus den Vorzeichen von f{co) erkennt man, daß die Gleichung 
f{x) = drei reelle Wurzeln hat, die in den Intervallen (— 2, — 1), 
(-1, 0) und (1, 2) liegen. 

Diese Methode führt immer zur Absonderung der Wurzeln einer 
numerischen Gleichung, sobald der absolute Betrag der Differenz 
zweier Wurzeln kleiner als Eins ist. 

8. Belatlonen swischen den sukzessiven Werten und 
Differenzen einer Fnnktlon. Wir stellen uns die Aufgabe, die 
Werte 

f{a\ Af(a), AV(a), ..., AV(a) 
durch 

f{a\ f(a + Ä), f(a + 2Ä), . . ., f(a + nh) 

auszudrücken. 

Um die Schreibweise abzukürzen, wollen wir folgende Bezeich- 
nungen einführen: 

Die gesuchte Relation kann auf symbolischem Wege ge- 
funden werden. 

In der Gleichung 

Am* = w*+i — Uk 

können symbolisch die Indizes durch Exponenten ersetzt werden. 
Wenn man aus der Gleichung 

den gemeinsamen Faktor u^ weglaßt, so wird 

A = M — 1. 
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Daraus folgt 

= W — m W H ^ — r — W — . . . -|- \^ — 1^ , 

Nach Multiplikation mit vJ^ und Ersetzen der Exponenten durch 
Indizes erhält man 

Am , W (w . — 1) 1 / ^ \m 

Diese Formel ist damit zwar gefunden^ aber noch nicht bewiesen. 
Das kann in verschiedener Weise geschehen. 
Wenn man in der Gleichung 

a durch a + ^ ersetzt, so vermehren sich alle Indizes um Eins und 
es wird 

Durch Subtraktion findet man 

A*M* = w*+2— 2w*+i + wa. 
In derselben Weise fährt man weiter fort 

A*Wi+l== Wa+8 — 2wa+2 + M*4.i, 

A^W* = (w*+8 - 2m*+2 + W*+i) — (w*+2 -- 2tiA+i + t**) 
• = Wjfe+8 — 3w*+2 + SMjfc + i -- Wat; 

A*Wjfc^-l = MÄ+4— 3%A;+8+ 3Ma+2 — Wjfc+i, 

A^Wjfc =(Wt+4— 3WA4.8+3%jfe+2— W*+l) — (MÄ+8--3W;t4-2+3M*+i — W*) 

= w*+4 — 4wi+8 + 61**4-2 — 4%t+i + W*. 

Damit ist die Richtigkeit der gefundenen Formel für 

m = 1, 2y 3 und 4 

bewiesen. Durch vollständige Induktion läßt sich zeigen^ daß die 
Formel allgemein gültig ist. 

Wir werden aber einen andern Weg einschlagen. Aus der 
früheren Betrachtung folgt, daß t^U}, die Form hat 

weil wir immer mit linearen und homogenen Funktionen der u zu 
tun haben. Die Koeffizienten A^y A^y . . ., A^ sind von der Funk- 
tion f{x)y von a und ä unabhängig. Deswegen genügt es, diese 
Koeffizienten in einem speziellen Falle zu bestimmen. 
Wir setzen 

a = 0, Ä=»l, f{x) = (f 
und finden' 
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A-ti,= (.*(c~ir, 

Polglich ist ■ 

Die Koeffizienten Ä sind aber ans dem binomischen Lehrsatze 
bekannt. 

Es ist also allgemein 



A-i> A- «». A- 1.2 ' 


-"> Äm = 


= (- 1)-». 


Setzt man in der bewiesenen Formel 






Ä==0, w = l, 2, 3, .. 


'} W, 




so erhält man die gewünschten Formeln 






A Uq^u^ — Uq, 






A^Mo— ««S{ — 2mi + Wo; 






A^Uq = %8 — 3wg + 3mi — Wo; 


• 

a — • • • —1- 




A W,- U 99. tt. < -4 i 11. 


c-n"»/-. 



9. Jetzt wollen wir zur umgekehrten Aufgabe übergehen. Es 
sollen die Werte 

durch 

fia), Lfia), A>f{a),..., A^ia) 

ausgedrückt werden. 



Aus der Formel 
folgt 

Symbolisch ist 
oder 



w == 1 + A. 



Daraus ergibt sich 

^m = 1 + m A + \^2 ^ "1 '" ^ ^ 

w'»+*=w*+wA#+?^^^!^AV+... + A"*w*, 

1 • j 

I A 1 W(W— 1) ^9 , 1 aW»^. 

w^4.*=M*+mAt*A:+— YTg-^A^MifcH HA Uk. 
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XTm diese Formel zu beweisen^ beginnen wir mit den Fällen 
w = 1, 2, 3. 

Wir haben schon gesehen^ daß 

Daraus folgt (Nr. 3) 

Ma+2= (m* + Am*) + (Am* + A*m*) = w* + 2 A w* + A*m*, 

Ama+2= Am*+2A^m*+ A»ma, 

w*4.8= («**+ 2Aw*+ A^Uk) + (Aui+2A^Uk+ A'm*) 

= «**+ 3Awa+ 3A*te*4- A^w*. 

Wir haben hier immer lineare und homogene Funktionen von 
t*i, Aujt, A^w*, . . ., folglicK ist 

ujt-^m= SqUm + J?i Am* + B^ A^m* + h J?„» A^^m*, 

wo die Koeffizienten von der Wahl der Funktion f(x) unabhängig sind. 

1^11 T 

= 0, A = l, /•(«) = C 
findet man 

0*+"«= JB„c*+ B,c*(c - 1) + JB,c*(c - 1)«+ •• • + SmC*(c - 1)"" 

oder c^=,Bo+B,{c-l) + B,(e-iy+--- + B„(c-l-r. 
Setzt man c = l + t ein, so wird 

Die gesuchten Koeffizienten haben also die Werte 

B„ = l, £, = «., J^ = ^^^Lzi), . . ., B,=^h 
Es bestehen daher die Formeln 

^8 = ^0+ 3Amo+ 3A^Mo+ A'mo7 



Wo 



Un=Uf^+nAu^+ ^^Y-2^ A * Mo H h A" w^. 

Alle diese Formeln können durch die Formel 

W.= Wo+^AMo+-j72-A Mo+-- + 1.2.3...^ A 1 

umfaßt werden. Hier kann nur die Werte 

- = 0y Ip 2, 3, , , ,, n 

annehmen. ' 

Damit schließen wir dieses Kapitel und gehen zu Anwendungen 

der bewiesenen Sätze über. 



u. 
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Zweites Kapitel. 
Interpolation. 

10. Genaue Interpolation. Die einfachste Aufgabe ist die 
folgende: Es sind die Werte einer ganzen Funktion f(ß) von nicht 
höherem als w*®^ Grrade gegeben 

Es soll der Wert der Funktion für t = x berechnet werden. Diese 

Aufgabe war schon gelöst für den Fall, daß , gleich einer ganzen 
Zahl ist (Nr. 7). 

Die bekannten Werte können wir wieder mit 

Uq, Mi; Wg, . . ., Un 

bezeichnen. Es ist also der Wert der Funktion u» gegeben far 

;gf == 0, 1, 2, . . ., n. 
Nach der bewiesenen Formel (Nr. 9) ist 

^=t^o+^At^o+-TT2~^^o+---+ 1.2. 3.. .n ^ ^0 

für diese Werte von z. 

Wenn wir setzen 

t — a 

so ist 

, {t— o^{t — a — h) ., .(f — a — n — lh) .n 
■^ 1 2 . 3 . . . n . Vv"^ ^^ 

eine ganze Funktion, bei der die Relation 

F(t) = m 

für n + 1 verschiedene Werte von t besteht. Diese Relation muß 
identisch erfüllt sein, weil die algebraische Gleichung F(t) — f(t) = 
von nicht höherem als n*®^ Grade nicht mehr als n verschiedene 
Wurzeln besitzen kann. Wenn wir t=^ x setzen, so finden wir 

>(:»^) = /•(«) + ^A/-(a) + ^^:^^|^^AY(«) + •• • 

, (a: — a) (rc — a — Ä) . . . (aj — a — n — 1 Ä) yy« /./ n 

+ rtjT7:r^ ^ ^w- 

Das ist die Newtonsche Interpolationsformel, der wir schon 
früher begegneten (Nr. 4). 
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11. Andre Aufgaben der Interpolation wollen wir nur für ganze 
Funktionen von nicht höherem als dem 4*®^ Grade behandeln. 

Es sind Werte einer ganzen Punktion f{t) vom 4*®^ Ghrade ge- 
geben 

Man soll für t = x den Wert der Punktion und ihrer Ableitungen 
berechnen. 

Nach der Newtonschen Formel ist 

m = m + ¥ • A/-(a) + (^-«)(^-J-^) A Y(a) 

■*■ 1.2.3Ä» ^ ^W+ 1.2.3.4Ä* ^ ^W 

für jeden Wert von t. 

Der Einfachheit wegen setzen wir ^ = a + Ä;ef^ die Funktion f(t) 
verwandelt sich dabei in F(isi) und wir finden 

F(g) = /•(«) + -f A/-f«) + ^?|f^ AY(a) + '^"T.y's""^ AY(«) 
oder 



3 



+ (^_6^+ll.«-6.).j^. 
Durch Differentiation erhält man die Formeln 



F" (g) = AY(a) + («-!) AY(a) + (6«'- 18« + 11) • ^-(^^ 
F'" (g) = AY(a) + (2« - 3) ^^^, 

i^""(«) = AY(«). 

Wenn s = y für t = x ist, so sind die gesuchten Werte 

f{x)^^F'(y), r'W = pJ"'(y), r(^) = :^.^"'(y), 

nx)==l,F^(y). 



x — a 



Hier ist y durch —j— zu ersetzen. 

Es seien z. B. für eine ganze Punktion f(t) von nicht höherem 
als 3*«^ Gh-ade die Werte 
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/•(0) = 1, A2) = 3, /■(4) = 53, f(ß) = 199 
gegeben. 

Es soll /■"(!) berechnet Verden. 
In diesem Falle ist 

= 0, Ä = 2, « = 1, y = Y 

/•"(i) = 4-[aY(0)-|ay(0)] 

AY(0) = 53 - 2-3 + 1 = 48, 
A»/-(0) = 199 - 3-53 + 3-3 -1 = 48, 

r(l) = -^(48-24) = 6. 

12. Für eine ganze Funktion 4*®^ Gh^es und für ä = 1 seien 
die vV erte 

/•(O), A/-(0), AY(0), AY(0), AY(0) 
gegeben. Es sollen die Werte 

bereclmet ^werden. 

Wenn wir die Bezeiclinungen 

Sf(a) = f{a + ^) - /•(«), S'f(a) = df{a + ^) - */•(«), . . . 

einfükren, so ist nach der Newtonschen Formel 

/•g) = f(p) + mSfiO) + ?^^dY(0) + *»(*»-/^)(^-^) d»/-(0) 

Die Werte d/"(0), äY(0), dY(0) «nd **/"(0) lassen sich aus der 
Formel 

+ "'-fr;'r" ^v(o) 

bestimmen, die für jedes ^ gültig ist. Man findet 

/•(O) = /-(O), 

/•© = AO) + Ä A/-(0) - 4 AY(0) + ^ AV(0) - S ^V(0), 

/■£) = /"(0)+Ä^^W-4^V(0)+iSö^'/'(0)-ig^AY(0), 
/•© = m +ro^f(.^)-Wo ^V(O) + ^ AY(0) - S ^V(o), 

KÄ)=/'(O) + ^^/"(O)-^AY(O) + j^AY(0)-j^AY(0). 
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Die Beihe von Subtraktionen gibt 

Sm = ^ A/-(0) - ^ AV(0) + ^ AY(0) - S AV(0), 

*/■© -ro^m-wo ^V(0) + ^ A Y(0) - S ^V(o), 

*/•© = ^ ^/"(O) - 4 ^V(0) + ^ AY(0) - gg5_ AY(0), 
*/■© = Ä ^/"(O) - iö ^V(0) + ^ AY(0) - ^ AY(0). 

*V(0) = jJö ^V (0) - tL ^"AO) + S ^V(0), 

*V© = iJö ^V(0) - ji AY(0) + ^ AY(0), 
**/•© = ife ^V(0) - j^ AY(0) + J^ AY(0). 



Die gesuchten Formeln sind also 

W) = ^ A AO) - ^ AY(0) + ^ AY(0) - ^ AY(0), 

Wir haben schon gesehen (Nr. 7), daß die Gleichung 

(p{t) = t^+t^- 2t -1 = 
im Intervall (-- 2, — 1) eine Wurzel besitzt. Die Gleichung 

f(x) = qp (~ 2 + a?) = 
hat aber eiiie Wurzel zwischen und 1. 



Seliwanoff, Diffeienzenreolmung. 
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Nach der angegebenen Methode können die Werte 

f& f© fO 

berechnet werden. 

Wir wollen voraussetzen, daß /*(j^) nnd f [^^ ) verschiedene 
Vorzeichen haben. Dann hat die Gleichung qp(^) = eine Wurzel 
im IntervaU (_ 2 + ^, - 2 + ^). 

Jetzt ist in (p{t) die Substitution 

anzuwenden. Wir erhalten eine neue Funktion 

die auch eine Wurzel zwischen und 1 besitzt. 

Nach demselben Verfahren findet man zwei Zahlen ^ und * t^ f 
für die /i{j^) und fi\^^-) verschiedene Vorzeichen haben. Die 
Wurzel der Gleichung g)(t) = liegt also im Intervall 

Auf diese Weise kann man die Wurzel der Gleichung mit beliebiger 
Genauigkeit berechnen. 

13. Wir wollen jetzt folgende Aufgabe der Interpolation losen. 
Es ist eine ganze Funktion 4*®^ Grades zu bilden, die für 

/•(»), /•'(«), /■(« + h), f'{a + h), f(a + 2h) 

vorgeschriebene Werte besitzt. 
Die Funktion 

F{x) = /•(«) + ^ A/(«) + (^-«)(^^-f-^) AY(«) 

hat die Eigenschaften 

F{a) = f{d), F{a + h)^f{a + A), F{a + 2h) = f{a + 2h), 

Dieselben Eigenschaften bestehen auch für 

0(x) = F(x) + (X'-a)(x — a-- h) (a; — a — 2h)g){x)', 

wie auch die Funktion g>(x) gewählt wird. 
Aus den Forderungen 

0f(a) = f(a), 9'{a+h) = f\a + h) ' 
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lassen sich die Werte g>(a) und (p(a + h) berechnen. Deswegen ist 
die Funktion 

vollständig bestimmt. 

Es sollen z. B. die Bedingungen 

m=l, r(0) = l, fil) = 2, /"(!) = 3, /•(2)=7 

befriedigt werden. In diesem FaUe ist 

Lm = l, A/-(l) = 5, AY(0) = 4, 

F{x) = 1 + a: + 5^?^.4 = 2x^-x + 1, 

^(x) = 23^ — X + 1 + x(x - l)(x — 2)<p(x) 

= 2!C*— a;+l + (a^— 3!x^+2x)(p(x), 

0'ix) = 4a; - 1 + («»- 3«» + 2a;)9>'(a;) + (3a;» -6x + 2)q>(x), 

*'(0) = - 1 + 2(p(0) = 1, 9(0) = 1, 

*'(1) = 3 - 9(1) = 3, 9(1) = 0, 

9(a;) = l+a;-(-l) a; + 1, 

f(x) = 2a;*- « + 1 + (a;»- 3a;*+ 2a;) (- a; + 1) 

= — a;* + 4a;» — 3a;* + a; + 1. 

Wir wollen noch ein Beispiel behandeln. Es soll eine ganze 
Funktion 3**° Grades die Bedii^ongen erfüllen 

/•(0) = 1, m^l, /•'(!) = 1, /"(!) = 4. 
Nach dem Taylorschen Satze hat die Funktion 

F(x) = 1 + (a; - 1) + 4^^P^ = 2x'- 3a; + 2 

die Eigenschaften 

-F(l) = l, JP'(1) = 1, F"(l) = 4. 

Dasselbe gilt auch für 

0{x) = 2a;«~ 3ir + 2 + (a? - 1)V(^) 

bei willkürlicher Wahl von g>(x). Da aber nur eine Bedingung zu 
erfüllen ist^ so können wir g>{x) konstant voraussetzen. Es soll 
*(0) = 1 sein, folglich ist 

2-y(0) = l, K0) = 1 
™^ f{x) = 2x^- 3a: + 2 + (^ - 1)»= a;»- ir«+ 1. 

Dieselbe Aufgabe könnte man in andrer Weise lösen. 

2* 
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Den Bedingungen f{0) = 1, /*(!) = 1 genügt die Funktion 

^(x) = 1 + x(x — '^)^Qxi) = 1 + (rc^ — x)g)(x). 
Die Ableitungen dieser Funktion 

*'(«;) = (a:^- x)(p' (x) + (2x - l)v(x), 
0"{x)=^{x^- x)(p"(x) + 2(2x - l)(p'(x) + 2(p(x) 
haben für x = l die Werte 

*'(1) = y(l) = 1, *"(1) = 2y'(l) + 2y(l) = 4 

Daraus folgt 

9,(1) = 1, , 9,'(1) = 1, 

q>(x) = 1 + (x— 1) == X, 

f(x) = 1 + (a;* — x)x = x^— x^+ 1. 

Granz ähnlich kann man ganze Funktionen höheren Grades bilden, 
die vorgeschriebene Werte 

* /(« + Ä), f{a + Ä), r(« + Ä), . . . , /•(«x-i)(a + Ä), 

/*(a + wÄ), /*'(a + mÄ), /""(a + mÄ), . . ., /^«m-i)(a + mÄ) 
besitzen. Der Grad dieser Fui^:tion kann nicht die Zahl 

übersteigen. (Vgl. Markoff , DifPerenzenrechnung, S. 1 — 6.) 

In den betrachteten Fällen der Interpolation wurde vorausgesetzt, 
daß die Werte der unabhängigen Yariabeln in äquidistanten Intervallen 
auftreten^ weil nur in diesem Falle die Differenzen anzuwenden sind. 

14. Angenäherte Interpolation. Für Werte von t^ die in 
einem Intervall liegen, wollen wir die gegebene Funktion f{t) an-' 
genähert durch die ganze Funktion F{t) ausdrücken, die gewissen 
Forderungen genügt. Der Fehler dieser Annäherung soll abgeschätzt 
werden. 

Z. B. soll die ganze Funktion F{C) vom nicht höheren als 
n*®"^ .Grade sein und die Gleichung 

erfüllen für 

^ = a, a + Ä, a + 2hj .,,, a + nh. 

Es ist mis schon bekannt, wie man eine solche ganze Funktion 
büdet (Nr. 10). 
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Es sei X eine Zahl; die im gegebenen Intervalle liegt. Wir 

werden näherungsweise 

f{x) = Fix) 

setzen und es ist der Fehler dieser Annäherang abzuschätzen. 
Die Punktion 

m-F{()-^K i.2.3...(n+l) 

bei beliebigem Werte von K verschwindet für 

t^ a, a + hy a + 2ä, ,,., a + nh. 

Wir wollen K so wählen, daß diese Funktion noch fiir t = x 
verschwindet. Hier ist x eine Zahl, die von a, a -{■ h, a + 2Ä, . . . , 
a + nh verschieden ist. 

Die Gleichung 

tfifA rrA wrA T^ (t-a){t-a-h)...{t-a-n'h) _f^ 
0(f) = f(t) - F{t) - K i.2.8...(n+l) ^ 

hat dann mindestens n + 2 Wurzeln. Nach dem Roll eschen Satz 
hat die (n + 1)*® Ableitung von 0(t) mindestens eine Wurzel, die 
wir mit | bezeichnen wollen. Diese Zahl ist eine mittlere zwischen 
der größten und der kleinsten unter den Zahlen a, a + nh und x. 
Es ist aber 

folgKch ist ^. ^ ^ 

Es besteht also die Formel 

"^ 1.2.8...n.Ä« ^ ^^"^+ 1.2.8...(n+l) ^"^ '<-«> 

Das ist die Newtonsche Interpolationsformel mit dem Best- 
gliede von A. Cauchy (vgL Cauchy, Oeuvres, 1 serie, tome 5, 
p. 422 oder Comptes rendus, tome 11 [1840], p. 787). 

Besonders sind die FäUe zu bemerken 

« = 0, fix) = /•(«) + ix- a)fi%), 

n. = 1, f(^) = f{a) + ^ Afia) + (--n^--^) fn^^), 

, « 

M = 2, fix)^ fia) + ^ £,fia) + (^-«H^-J-^) ^3^(„) 

(a; — a)(aj — a — Ä) (a; — a — 2Ä) «,,,,«.>, 
+ iT2T3 ^ <^5j. 

Die erste dieser Formeln ist die Lagrange sehe. 
Durch Weglassung der Restglieder entstehen Näherungsfomfdn, 
deren Fehler durch die Restglieder ausgedrückt sind. 
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16. Wir wollen einen besonderen Fall der Interpolation betrachten. 
Für t^'X soll die gegebene Funktion f(t) angenähert dnrch eine 
solche ganze Funktion 3^^ Grrades F(f) dargestellt werden^ daß die 
Bedingungen 

J(- 1) = /•(- 1), J'(0) = /-(0), F'(0)=^f'(pX Fil).=^fil) 

erfüllt seien. 

Die Funktion F{t) hat die Form 

WO die Konstante Ä sich aus der Bedingung 

bestimmen läßt. Wir finden 

J'(0 = Af{-1) + i(2< + 1)AY(-1) + i(3<»- 1)Ä, 

r (0) = M- 1) + ^ AY(- 1) - 1^, 

Ä = 6A/-(- 1) + 3AY(- 1) - 6/-'(0), 

Ä = 6[/-(0) - /•(- 1)] + d[f(l) - 2m + /•(- 1)] - 6/' (0). 

Nach Reduktionen ergibt sich 

A = 3/-(l) - 3/-(- 1) - Qf'(0). 

Um die Interpolationsformel mit dem Bestgliede zu finden^ 
betrachten wir die Funktion 



0(t)^f(t)-F(t)-K 



1.2. 8-4 



WO die Eonstante K so gewählt ist; daß 0(x) gleich Null ist. 
Wenn wir die vier Zahlen 

-1, 0, 1, ic 

der Größe nach ordnen^ so entstehen solche yier Zahlen 

ö^i, ag, aj, a^, 
die den Bedingungen genügen 

«1 < o^ < öj < a^. 

Diese Zahlen genügen der Gleichung 0(t) = 0. Nach dem 
Rolleschen Satze hat die Gleichung 4^\t) ^ mindestens drei solche 
Wurzeln \, i^f ^s; ^^ 

Äj < ftj < »2 < 62 '^ ^8 "^ ^3 "^ ^4* 



Zweites Kapitel. Interpolation. 23 

Keine der Zahlen \, i^ und b^ ist also gleich Null. Außerdem 
ist diese Gleichung noch für t = befriedigt. Die Gleichung ^'(<) = 
hat also mindestens vier verschiedene Wurzeln. Nach dem Bolleschen 
Satze hat die dritte Ableitung von ^\t) oder 0^^(t) mindestens eine 
Wurzel < = I, die zwischen a^ und a^ liegt. Da aber 

K- ("(.%)■ 
Wir haben also die folgende Formel bewiesen 

fix) = /•(- 1) + ^ A/-(- 1) + ^^t?f{- i)+Ä ^"+/.^,"^;-'^ 

(a;4-l)a;«(a;-l) ^iv.fcx 
1 • 2 • 3 • 4 ^ 

Der Koeffizient A hat den angegebenen Wert. 

16. In andern Fällen werden die Bestglieder mit Hilfe der- 
selben Betrachtungen gebildet. 

Wenn z. B. die Naherungsformel 

genau ist für 

^ = a, a + h, a + 2h, a + 3ä, 

ff(t)^F\t) für ^ = a, a + Ä, a + 2ä, 

f\t) = F"(t) für «^a, ' 

dann ist J?'(^) eine ganze Funktion vom V^^ Grade und die Näherungs- 
formel f(x) = F{x) enthält den Fehler 

1. 23. 4-5. 67-8 ' ^^^' 

Die Zahl | ist zwischen der größten und der kleinsten unter 
den Zahlen a, a + Sh, x enthalten. (VgL Markoff^ Differenzen- 
rechnimg; S. 6 — 8.) 

17. Anwendmigf der angenäherten Interpolation anf die 
Berechnung der Wnrzeln nnmerischer CHeichungen. Wir 

machen die Voraussetzung, daß die numerische Gleichung f{ß) == 
im Intervall (a, V) nur eine Wurzel besitzt und daß f^(f) immer 
dasselbe Vorzeichen in diesem Intervall behält. 

Da die Vorzeichen von f{a) und /*(6) verschieden sind, so ist 

f{a).m<0. 

Wir werden f{t) näherungsweise durch eine solche lineare 
Funktion F{() ausdrücken, für die 

F{a) = f{d) und FQ)) = fQ>). 
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Hier ist ä = 6 — a und deswegen ist 

Für i = x wird 

Den Wert a; wählen wir so, daß ^(a;) = wird. Folglich ist 

f(a)-m f(fl)-m' ^- f{d)-m 

(»-.)(.-t)- '>-,g-^^y <o. 

Es liegt also :%; zwischen a und &.^ Für diesen :z; kann nicht 
/■"(l) = sein. Die Gleichung 

*(^) = f(t) - ir(<) = 

wäre dann befriedigt für t = a, x und b. Nach dem Rolleschen 
Satze hätte die Gleichung ^(t) = mindestens zwei Wurzeln zwischen 
a und 6; und die Funktion 

*"C0 = /'"(0 

müßte in diesem Intervall ihr Yorzeichen wechseln, was gegen die 
YoratiBsetznng ist. , 

WeU F{x) = ist, so ist 

/•(^)° ^""f.r''V "(i)- 

Der betrachtete Wert Ton x läßt sich einfach durch Deter- 
minanten ausdrücken. Es ist 



X = 



m m 

a b 



m m 
1 1 



Wenn t im Intervall (a, 6) liegt und 

f{a)f"{t)>0 

ist, so ist f{a)f"{l) > und fo^Uch 

f(a)f{x)<0, 

da (x — a)(x — b) negativ ist. Die Wurzel der Gleichung f(t) = 
liegt also zwischen a und x, ^ 

Wenn wir a und b als erste Annäherungen der Wurzel be- 
trachten ^ so sind 

«1-«, «»1- /•(„)_ /^(6) 

zweite Annäherungen. 
Es sei 

f(a)f"(t)<0, oder fib)f"{t)>0, 

für Werte von t, die im Intervall (a, b) liegen. 
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Dann ist 

/■(&)r(l)>0 und ■f(b)f(x)<0. 

Die Wurzel von f({) = liegt zwischen & and x. Die zweiten 
Annäherungen sind in diesem FaUe 

_ bm - a m j _ j 
«1- Aa)-m' "i-"- 

In derselben Weise kann man von o^ und b^ zu den folgenden 
Annäherungen a^ und 62 übergehen usw. (Vgl. Weber, Lehrbuch 
der Algebra, I, § 116.) 

18. Anwendung der angenäherten Interpolation anf die 
Berechnung der Logarithmen und Antilogarithmen. Wir 

nehmen z. B. eine Tabelle fünfstelliger gewöhnlicher Logarithmen 
aller ganzen Zahlen von 1000 bis einschließlich 9999. Mit Hilfe 
der Werte log N und log {N+ 1) soll log (N + x) berechnet werden, 
wobei < ic < 1 ist. 

Die Interpolationsformel 

m = m) + ^^m + ^-^rm 

gibt die Näherungsformel 

log {N+ x) = log N+ X [log iß-^x) — log W\ 

mit dem Fehler 

^ a;(l-a;) löge i>ccs< /o 

1.2 '(iV^+S)»* 
Es ist 

e<3<>/iÖ, loge<4, 
2V"+|>10». 



Daraus folgt 



*<i6nö-« «^«'- *<7-io-«- 



Dieser Fehler hat keinen Einfluß auf die fünfstelligen Logarithmen« 

19. Die Berechnung der Antilogarithmen führt auf die Frage: 
Es sind die Werte gegeben: 

logJV^==a, log (iV^ + 1) = 6. 

Aus der Gleichung 

log(^+y) = a + a; 

soll y berechnet werden für einen Wert von a?, der zwischen xmd 
6 — a liegt. 
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Wir setzen f(^,) ^ N + y ^ l(y + '. 

Die Auwendong der Interpoktionsformel 

gibt die Nähenmg 

SC 

mit dem negatiyen Fehler 

e = - ^^^^II^H^. 10» + S(1 10)1* 
Es ist 

»(j-.-.)-(^)'-(t=i-«)'^f-=s)* 

Aus der Relation 

folgt - «^"=1Ö 

110 = ,— . 
log« 

Da aber 10»+« < 10» ist, so ist 

-«<i.lO».(Iog.)-».(?^)*. 

Wenn wir bemerken, daß 

10» = JV+ 1, 6 - o = log (N+ 1) - log 2V= log(l + ^), 
so finden wir 

_,<i(jV+l).(loge)-»[log(l+A)J. 

Dieser Ansdrack kann noch rereinfacht werden. 
Für positive e ist 

^{g) — log (1 + e) — g log e < 0, 

weil 9(0) = und 

9''(^) = ^^'-loge<0 

sind. Deswegen ist 

log (1 + ^) < ^ log e 
und folglich TV -Li 

Da aber N+l£10\ N'^ 10^ so ist die positive Zahl 

~«<2.10-8. 

In diesem Kapitel ist die Interpolation nur als Anwendung der 
Differenzenrechnung behandelt worden. Ausführliche Mitteilungen 
über diesen Gegenstand findet man im Referat von J. Bauschinger 
(Encykl. der Math. Wiss., I, S. 799—820). 

* 1 10 ist der natürliclie Logarithmns von 10. 
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Drittes Kapitel. 
Angenäherte Berechnung hestimmter Integrale. 

b 

20. Einleitende Bemerkungen. Um das Integral f f(x)dx, 

a 

WO a<b ist; angenähert zu berechnen, gebraucht man eine der 
Interpolationsformeln (Nr. 14 — 16) 

Hier sind F{x) und ^{x) rationale ganze Funktionen und | ein 
Mittelwert. 

Nach Integration findet man die Näherungsformel 

b b 

Jf(x) dx^ jF(x) dx 

a a 

mit dem Fehler 






a 



Es ist I eine unbekannte Funktion yon o?; wir wissen nur, daß 
für a < aj < 6 auch a < J < 6 ist. Der Fehler der Näherungsformel 
ist nur dann abzuschätzen, wenn die Funktion q>{x) für alle x zwischen 
a und h ihr Vorzeichen behält. Nach einem Satze der Integral- 
rechnung ist dann 



f^P\ri)jq>{x)dx, 



wo a < iy < 6 ist. 

Die Aufgabe ist also auf die Integration ganzer rationaler 

Funktionen zurückgeführt. Die Rechnungen sind noch einfacher, 

wenn die Grenzen des bestimmten Integrals — 1 und + 1 sind, z. B. 
1 



— 1 



(Po + Pi^ + JPs^^ + Pz^ + P^^)dx = 2Pq + 4ä + \pi' 



Um die Grenzen des gegebenen Integrals in — 1 und + 1 zu 
verwandeln, setzen wir 

x^rl^it) 

und es sollen die Bedingungen erfüllt werden 

^(-l) = a, ^(1) = 6. 
Nach der Newtonschen Interpolationsformel ist 

= a + ^(& - a) = ^-< + ^• 



X 
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Vermöge dieser Substitution findet man 

h 1 



Jf{x)dx = ^Jj'(t)dt. 



—1 

In den folgenden Paragraphen werden wir verschiedene Inter- 
polationsformebi anwenden. Daraus entstehen verschiedene Methoden 
zur Berechnung des gegebenen Integrals. 

21. Methode der Bechtecke. In der Formel 

b 1 



Jf{x)dx = ^-^p{f)dt, 



a — 1 

wo 



setzen wir (Nr. 14) 

^(t) = j:(- !) + (< + 1) J^'(<i), (-!<<.< t). 
Daraus entsteht die Näherungsformel 



/■ 



1 

S^(t)dt = 2/(- 1) 



mit dem Fehler 

1 



J{t + l)J='(^i)rf^ = J"{t)f(t + l)dt - 2J^'{t). 
—1 —1 

Hier ist — 1 < r < 1. 

Um die Funktion f(x) einzuführen, bemerken wir, daß 

Wir finden die Näherungsformel 

b 



Jf(x)dx = (h- a)f(a) 



mit dem Fehler 

■ 6 = i(j -«)»./•'(!), 

wo a < I < 6 ist. 

Geometrisch ist das gegebene Integral eine Fläche, die in der 
Näherungsformel durch ein Rechteck ersetzt wird. Daher rührt der 
Name der Methode. 

Um den Fehler zu vermindern, zerlegen wir das Intervall (a, 6) 
in n gleiche Intervalle. Das Integral verwandelt sich in die Summe 

b a4 a+2 b 

/» /» n /» n /» 
f(x)dx ^\f{x)dx + / f{x)dx + • • • + lf(x)dx, 
•y •J.b — a */, -6— a 

n • n . 
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Nachdem wir auf jeden Snmmanden die Näherongsformel angewandt 
haben; finden wir 



/' 



f{x)dx = ^ (yo + J/i + y» + • • • + y»-i), 



a 

WO der Kürze wegen die Bezeichnung 

eingefOhrt ist. 

Der Fehler dieser Näherungsformel ist 

wo a + (Jz — 1) -^^^ < It < a + ife — — ist. 

Diesen Ausdruck kann man vereinfachen. 

Es wird vorausgesetzt^ daß f{x) endlich und stetig im Intervall 
(a, h) ist. Diese Funktion hat dann eine obere Grenze A und eine 
untere Grrenze JB.* 

Aus der Reihe von Ungleichheiten 

-4 > /"(li) >.B, A^ ra) ^B,...,A^ /•'(!„) ^ B 
folgt 

«^ ^ /"'(li) + /•'(!») + ••• + /■'(!«) ^ «-B 

= n = ' 

Nach einem Satze von Weierstraß kann f{x) jeden Wert 
zwischen A und JB annehmen. Deswegen gibt es eine solche Zahl |; 

Es ist also 

Wenn wir die Interpolationsformel 

m = ^(1) + (< - 1)^'(<,) 

benatzen und dieselben Bechnungen wiederholen, ao finden wir die 
Näherungsformel 



/' 



fix)dx = ^(yi + y» + • • • + y«) 



a 



mit dem Fehler ^ ,, ,, 

* Tannery, Introdnction ä .la th^orie des fqnctions d'ime variable, 
p. 101 et 126. 
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Wenn f(x) immer dasselbe Vorzeichen im Intervall (a, 6) hat, 

b 

Jf{x)di 



b 
so ist der Wert von / f(x)dx zwischen 



a 

b — a 



(2/0 + y, +J/2+---+yn-l) 



und 

-^(yi + Vi + ys + '-'+yn) 

enthalten, weil s und s^ verschiedene Vorzeichen haben. 

22. Um das Integral 

b 1 

ff(x)dx = ^-^Jj^{t)dt 

a —1 

ZU berechnen, kann man nicht die Formel 

gebrauchen, weil t, der Faktor bei S-^it^, das Vorzeichen im Intervall 
(— 1, 1) wechselt und der Fehler der Näherungsformel nicht ab- 
geschätzt werden kann. Es ist zu setzen (,, Markoff ^', S. 53) 

und man findet 

1 

J'{t)dt = 2/(0) + i /"(r). 
—1 

Daraus folgt die Näherungsformel 

b 



ß 



//■(.) _ (J - a)f{i±^) 



mit dem Fehler 

Um eine genauere Formel zu bekommen, zerlegt man das Intervall 
(a, 6) in n gleiche Intervalle. Wenn man dieselbe Methode wie in 
Nr. 21 benutzt, so findet man die Näherungsformel 

b 



/' 



f(x)dx = -^ (yi + ys + • • • + y2«-i) 



2 8 8 

a 

mit dem Fehler ^ (ft_a). ^<^ 

* 2n' ■ 1 . 2 • 3 * 1 . 2 ' 

Hier ist wieder 
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28. Methode der Trapeze. Zur Berechnnng des Integrals 

Jf{x)dx - ^fj'{t)dt 

a —1 

werden wir die Funktion /(^ angenähert durch eine lineare Funktion 
0(t) ausdrücken^ die den Bedingungen genügt 

®(-i)=-p(-i), *(i)=-f(i). 

Dadurch entsteht die Interpolationsformel 

j:(0 = H- 1) + *4^ [^(1) - H- 1)] + ^^^^f'U 

Die Anwendung derselben gibt 

1 

Daraus folgt die Näherungsformel 

b 



Jf{x)dx = ^ [/•(«) + rm 



a 

mit dem Fehler 

123 * 1-2' 

Die rechte Seite der Näherungsformel ist der Flacheninhalt 
eines Trapezes. 

Nach Zerlegung des Integrals in n Summanden findet man die 
Näherungsformel 

h 

jf(x)dx = ^ [(^0 + Vi) + (j/i + %) + •••+ (^«-1+ y«)]^ 

a 

oder 

b 

Jf{x)dx = ^ (j,„ + 2y, + 2y, + . • . + 2y„_, + y„) 

a 

mit dem Fehler 

^ w** 1-2.J 12* 

Wenn f\x) dasselbe Vorzeichen hat für alle x zwischen a und 
6, so haben b^ und b (in Nr. 22) verschiedene Vorzeichen. Deswegen 



ist das Integral I f(x)dx zwischen 
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n ^*'_ 



{yi + y3 + yb +--- + y2«-i) 



. 2 2 S 2 

und , _ 

enthalten. 

24. Simpsonsche Formel. Wenn wir die Interpolations- 

formel (Nr. 15) 

Sit) = ^(- 1) + ^' A /(- 1) + ^* A«/(- 1) 

. (t+l)t(f-l) (f+l)t*(t-l) ly, . 

+ -^ TTTi + 1.2.3.4 -^ W 

anwenden, so wird 

fs{()dt = 2/(- 1) + 2A/(- 1) + ^A'fi- 1) - ji /iv(^). 
—1 
Es ist aber 

A/(- 1) = /(O) - J^(- 1), AV(- 1) = /(l) - 2/(0) + /(- 1), 

/iv(<) = /^iv(a;) . (^)*. 
Nach einigen Reduktionen finden wir die Simpsonsche Formel 



ß 



f{x)dx = ^ [m + 4/'(4^) + m] 



mit dem Fehler ^^_^^, ^^^^^ 



1-2.3-4-5 1-2-3 4 

Wenn f{oo) eine ganze Funktion vom 3*®'' oder niedrigeren Grrade 

ist; so ist das Bestglied gleich Null und die Simpsonsche Formel 

ist ganz genau. Z. B.: 
1 

{2x + 3) (2a; - l){2x + b)dx = i [- 3-5 + 5 -7] = H. 



Wenn aber f{x) eine andre Funktion ist, so kann man den 
Fehler verkleinern, nachdem man das gegebene Integral in n Sum- 
manden zerlegt hat. Man findet dann die Näherungsformel 



/( 



a 

mit dem Fehler 



7» _ 

f{x)dx = -^ (j/o + 4yj. + 2j/i + 4y^+ • • • + 4y 2n_i + y«) 

2 2 2 



^_ 1 (&-a)« /ii'd) 

c — ,4 



«* 1.2-3. 4. 6 1-2-3-4 

In diesem Kapitel haben wir mit geringen Änderungen die 
Darstellung vom Herrn A. Ar Markoff angegeben. (DiflPerei^en- 
rechnung, S. 50 — 60.) ^ 

Wir schließen damit die Anwendungen der Sätze über Differenzen 
und gehen zu den Summen über. 



Zweiter Teil. 

S n m m e n, 



Erstes Kapitel. 

Unibestimmte und Ibestimmte Summen. 

26. Deflnitionen. Unter Summe Ton f{x) versteht man eine 
Funktion ^{x)y deren Differenz gleich f{x) ist, also 

9>(a? + Ä) - q>{x) = f(x). 

Diese Gleichung bedeutet^ daß der Ausdruck y(aj + Ä) — y(a?) 
so transformiert werden kann^ daß er in f{pc) übergeht. Dieselbe 
Relation wird auch bezeichnet durch 

Es ist vorausgesetzt; daß f{pc) nicht in der Form q>{x + K) — q>{po) 
gegeben ist. Sonst wäre 

ip{x) « 2[v{x + Ä) — 9(a?)] 

eine reine Identität, die keinen Nutzen haben könnte. 

Wir werden untersuchen, ob es möglich ist, daß eine andre 
Funktion f^f{x) dieselbe Eigenschaft 

^{x + h)-^{x)^fix) 

hat. Wenn wir ^(a;) — 9(0?) mit F{x) bezeichnen, so ist 

^{x) = fp{x) + F(x) • 
und nach Nr. 3 

/^f(x) =» ^(p(x) + /^I(x), 
Es ist also 

LF(x)=^0 öder F(x + h)^F(x). 

Beide Fanktioaen il>(x) und ip(x) unterscheiden sich also am 
eine periodische Funktion mit der Periode h. 
Ist «(«) eine beUebige Funktion, für die 

0(x + Ä) = 9(x) oder A$(^) =- 0, 
so ist 

A[9)(a!) + «(«)] = £iq>(x) + A «(a?) = fix). 

Seliwanoff, DifferenzeimohxLimg. 8 
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AIbo haben alle Funktionen, deren Differenz gleich f{<c) ist^ die Form 

wo ^{x) eine willkürliche periodische Funktion mit der Periode h ist. 
Um die Aufgabe zu vereinfachen, werden wir von nun an voraus- 
setzen; daß x nur Werte der Beihe 

a, a -+- Ä, a + 2Ä, . . . 

annimmt. Dann ist ^{x) eine willkürliche Eonstante, die wir mit C 
bezeichnen werden. Es ist also 

sfix) = q>{x) + a 

Dieser Ausdruck heißt unbestimmte Summe, weil der Wert 
von G ganz beliebig ist. 

26. Snmmation elnfiM^her Funktionell. Aus jedem Satz 
über die Differenz (Nr. 2 — 6) können wir einen Satz über die Summe 
herleiten. 

sc 

Aus der Relation l^x = h folgt A^ = 1 und 



Weü 



2;i = J + (7. 



l^x{x — Ä) (a? — 2Ä) . . . (a? — n — lÄ) = nhx(x — h)...(x — n — 2h) 
ist, so ist 

A —j^x(x — Ä) (iP — 2Ä) . . . (a? — » — lÄ) = x(x — Ä) . . . (a; — » — 2h) 
und 
i:x{x-h){x-2h).,.(x'- n — 2 ä) = ^ a; (a; — Ä) . . . (a; ~ »— 1 ä) + (7. 

Damit man unter dem Summenzeichen n Faktoren hat, ist es 
zweckmäßig, n durch n + 1 zu ersetzen. Man findet 

2]x{x — h)(x — 2h) .,.(x — n — lh)= , i n^ ^C^ "" ^) - • (^ "" ^^) + C'. 
Wir hatten die Formel (Nr. 2) 

A ___==-nÄ. ^ 



a;(a: + Ä)...(a;4-n~lÄ) a;(a; + Ä).. .(a; + nÄ) 

Im Nenner der rechten Seite sind mindestens zwei Faktoren^ 
weil w ^ 1 ist. 

Aus dieser Formel folgt 

x{x + h)...{x + nh) nh x{x + h) . . .{x + n-lh) 

Die Funktion unter dem Summenzeichen hat im Nenner mindestens 
zwei Faktoren. 
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Wenn wir n — 1 statt n einsetzen^ so entsteht die Formel 

2j ^ "^ ^ +a 

x{x+h)...{x + n-lh) (n-l)h x(x+h) , . ,{x+n-2h) 

Hier ist n> 1. Dem Wert n = 1 entspricht eine besondere 
transzendente Funktion, die wir mit U— bezeichnen. 

' X 

Die Relation 

Am* = m'(m^ — 1) oder A —: — - = m* 



gibt die Formel 






Um'' = -^ + a 



Es ist, . wie wir wissen (Nr. 6), 

A cos w = — 2 sm — sm (w + -g")' 
Wir setzen . ^ 

nnd wählen a nnd A so, daß 

* • • A 

wird. Aus der Bedingungsgleichnng 

ax + ß + -^ = x 
folgt ^ 

Deswegen ist 

A cos f a? — -g ) = — 2 sin — • sin x. 

Daraus folgt 



und 



cos 



2 Sin- 



cos 



= sma? 



(-1) 



2? sin ic = a h C 

2 Bin — 
2 

Ganz analog findet man die Formel 

sin(a;--) 
2;cosa;= ^ /^ + C. 

2sm — 
2 

27. Summation zusammengesetzter Funktionen. Wenn 
A ein konstanter Faktor ist, so ist* 

AÄ(p(x) = Ä/^q>(x) 
^^®^ I][ÄA<p(x)] = -ly(aj) + a 

3* 
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Wenn wir Aq)(x) mit f(x) bezeichnen, so entsteht die Formel 

2]Äf(x)^ÄUf(x). 

Die Konstante C ist schon im Ausdrucke 2^f(x) enÜialten. 
Wenn wir eine Reihe von Gleichungen haben 

so ist 

^Wi{^) + VaC^) + •••+ q>m{x)\ « f^(x) + f^(x) + •• • + /«(a:). 

Daraus folgt 

^M + n{^) +-' + U{x)\ = q>^{x) + q>^{x) + ^ " + tpn^ix) + G 
oder 

^[A(^) + ^(^) + • • • + /*m(^)] = -s^iCa;) + 2;/,(a:) + . . . + zf^{x). 

Mit Hilfe dieser Formel ist es leicht, ganze rationale Funktionen 
zu summieren. 
Es sei 



, . (a; — a)(a3 — a — Ä)(a3 — a — 2Ä) . . .(a; — a — n — lÄ) 
+ ^ 1.2.8...n 

Dann ist 

, . (a; — a)(a; — a — Ä). ..(a; — a — nÄ) 
■^ ^^ 1.2.8...(n + l).Ä * 

Die Summe einer ganzen Funktion n^^ Grades ist also 
eine ganze Funktion vom (n + 1)*®^ Grade. 
Für Ä = 1 ist z. B. 

0?* = 0? + x{x — 1), a?* = a: + 3a:(a? — 1) + x{x — 1) (rc — 2) 

/ und folglich 

^ 2:x^^C + ^x{x-'l)+\x{x--l){x-^2\ 

2x^ - C + \x{x - 1) + a?(ic - \){x - 2) + ia:(aj- l)(a;- 2)(a;- 3). 
Es ist auch leicht, gebrochene Funktionen von der Form 

M 

{x-\-a){x-\-a-\-h) . .,{x-\-a-{-nh) 
zu summieren, wo f(x) eine ganze Funktion ist. 

28. Partielle Summatlon. Aus der Formel 

^^ ^ U[g>{x) ' A${x) + Mx + h) • Ag)(x)] = ^(a:) • t(x) + 

odeT V 

2:q>{x) . A^(a?) + S^x + A) • ^^(a:) = q>{x) • ^(a:) + 0. 
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Diese Gleichung liefert die Formel der partiellen Snmmation 

Die willkürliche Eonstante erscheint, nachdem die Snmmation 
auf der rechten Seite ausgeführt ist. Mit Hilfe dieser Formel kann 
man das Produk^t g>(po) * f(x) summieren, wenn man einen Wert von 
2f{x) kennt, und wenn die Operation 2'^{x + h) * Aq>(x) ausfahrbar 
ist, wo ^(a;) = 2f(x) ist. 

Wir wollen z. B. 2/3*» o? fßr ä = 1 ausrechnen. 

Da ein Wert von 273* gleich -r-3* ist, so ist 



X 



2:3*. a; == 2;a; • A (^ • 3*) -» a: . i . 3*- 2;^ ■ 3*+^ ■ A 

Es wäre nicht zweckmäßig, die Snmmation beim Faktor x anzufangen. 
Da Ux = ~ ist, so wäre dann 

273*. a? = 2;3*- A 5^Ill) == 3* • ^^^""^^ - ^J^^i^ A3* 

dS a fi 

= -^3*a:(a; - 1) - i:{x + \)x • 3* 

und die gegebene Summe würde auf eine kompliziertere zurückgeführt. \ 
Noch ein Beispiel: 



Hx sin a; = Hx • A 



-cos(a;-.-) 



2sm — 

2 J 



==a? 



-cos(^-|) 



2 8m — 
2 






2 sin — 2 sin — 

2 2 



29. Eigenschaften der bestimmten Summen. Wir haben 
schon gesehen (Nr. 25), daß, wenn 

y(a? + Ä) - y(a;) = f{x), ^(a; + ä) - V'W = A^) 

und a; eine Zahl der Reihe 

a, a + Ä, a + 2Ä, . . . 

ist, ^>{x) und V'(a;) sich durch eine Eonstante unterscheiden 

g?(a:) = '^(a?)+ (7. 



/ 



\ 
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Subtrahiert man voneinander zwei Werte dieser Funktionen föbr 
x=-a + nh und x==a + mh, so fällt C weg. Man findet die Gleichung 

g>(a + nh) — q>(a + mh) == ^(a + nh) — ^(a + mh). 

Der Ausdruck q>(a + nh) — q>{a + mh) bleibt also ungeändert, 
wenn man q>(x) durch einen andern Wert von 2f{x) ersetzt. Dieser 
Ausdruck heißt bestimmte Summe und wird bezeichnet durch 

a A-nh 

^f(x) = g>(a + nh) — g>(a + mh). 

Die Zahlen a + mh und a + nh werden Grenzen dieser Summe 
genannt. 

Aus dieser Definition folgt' 

g -f-m A a-\- {fn-{- l)h 

^fipo) = 0, ^fix) = /•(« + mh). 

a-\-mh a'\-mh 

Wenn c eine Zahl a + ää ist, die zwischen a und h =^ a + nh 
liegt, so ist 

b 

^fix) = y(6) - ip(a) = [y(6) - q>(e)] + [q>(c) - <p(a)] 

a 

oder Ä r. h 



z 






Wenn man diesen Satz mehrmals anwendet, so findet man 

b a+h a-\-ih b^ 

Daraus folgt eine wichtige Formel 
f{a) + /-(a + Ä) + /-(a + 2Äj + ... + fQ) - Ä) = <)p(6) ~ <)p(a). 

Hier ist f{x) die gegebene Funktion, q>{pc} irgend eine Funktion, 
deren Differenz gleich f{x) ist, — ^ eine ganze positive Zahl. Diese 
Formel kann nur dann nützlich sein, wenn (p{x) nicht die Form hat 

V 

f(p) + f{^ + Ä) + /"(a + 2Ä) + . • • + fix - h). 

30. Berechnnng einiger bestimmten Snmmen. 1) Es sei 

s =-a + (a + Ä) + (a + 2h) H + (a -J- « — lÄ). 

Wenn wir a + nh mit 6 bezeichnen, so wird 

6 

S=^X. 

a 



J 
\ 
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Ein Wert der unbestimmten Summe Ux ist (Nr. 26) 

deswegen ist 

oder nach einigen Reduktionen 

s = ^[a + {a + n- lÄ)]. " 

18 

2) 1.23 + 2.34 + . . + 10 1112=:2^(^-l)(^-~2) 

9 

= ^.13 12 11. 10. 

88 

QN JL4. JL4._L. 4. 4._J_«V_J^=,i__i._H 
^ 1-8 "*" 86 "*" 6.7 "^ '"21 -23 -^a:(aj + 2) 2 46 28* 



7» 



nA 



5) 1 + COS h + cos 2ä H h cos (» — 1)Ä =^ cos a; 



. 2n — 1, , . Ä 

Bin — - — Ä J- Bin — 
2 ' 2 



*'^ 



- . Ä ♦ 

2sm — 
2 

Wenn wir von beiden Seiten — abziehen, so finden wir 

. 2n-l, 



sin 



2 



-^ + COS Ä + cos 2Ä + • • • + COS (w — 1)Ä = , 

2sin — 
2 

«Ä Ä 2n — 1, 

^^ cos — — cos — - — h 

6) sin Ä + sin 2Ä H h sin (w — 1)Ä =^sin a: — ^ 

2 sin — 

2 

7) Wir wollen jetzt mit Anwendung von Formehi in Nr. 27 die 
Summen von Potenzen natürlicher Zahlen berechnen. 

z 


X 



x(x-l){2x-l) 
6 
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X 

0»+ 1«+ 2»+ ••• + (a; - 1)» =^3? = ^x{x - 1) + x{x - 1) (a; - 2) 



Daraus folgt die bemerkenswerte Belation 

1 8 + 2» + 33 + . . . + (a: - 1 )» = [ 1 + 2 + 3 + . . . + (rr - 1 )] ^* 

Wenn wir 3— s tmd ^ . ^ statt ^ iiJid ^ summieren, so finden wir 

1 • 58 1 • IS ' o 



^^rc »• 1 x{x — l) 

-^T " i72 ~ ¥ * ^ ~ 12 ^ 


,^1^"" 1.28 ""¥* 1T2 "*"l2^ 1.2-3 ' 



X 

'Sp X* X*' 1 x^ 1 X* _ x^{x — iy 

^1-2.8 ~ 1-2-3-4 "~ ¥ ' 1-2S "^ 12 ' iT2 "" 12.34* 


Im nächsten Eiapitel werden wir die Funktion betrachten 

-iZ/1.2.3...(n-l) ^ ^"(^)' 
^ ^ 

die, abgesehen von einem konstanten Faktor, von Jacob Bernoulli 
eingeführt ist. 

Zweites Kapitel. 
Die Jacob Bemonllisehe Funktioii. 

31. Bestimmiing der Koef&zienten. Nach dem in Nr. 27 
bewiesenen Satze ist die Jacob BernouIIische Funktion 

eine ganze Funktion n*^ Gh-ades, die wir in der Form 

(2)y»(a;)==AiT^+^i i.2^".(I-i) + ^ l.2!'".(I-2) +-+^-^^ ' 

schreiben werden. Das konstante Glied fehlt; weil f'nCO) = ist. 
Denn in Nr. 29 haben wir gesehen, daß die bestimmte Summe gleich 
NuU ist, wenn ihre Ghrenzen einander gleich sind. Wir woUen die 
Koeffizienten A^, A^j A^, . . . , Än^i bestimmen. 

* Vgl. Encykl. der Math. WißB., Bd. I, p. 679. 
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Da 

ifn\X + \.) =^1 . 2 ... (n- 1) °°-^ 1 • 2 ... (n - 1) "*".^ 12... (»- 1) 1 

X 

I 

ist^ so besteht die Relation 

(3) y»(^+i)-y«.(^)° x.2:^.";n-i/ 1 

I 

die nur für ganze positive x bewiesen ist. Die ganze Funktion 

^(^) - ^'«(^ + 1) - 'pM - ^.^^~l_^^ 

vom nicht höheren als n*®" Grade verschwindet für jeden ganzen 
positiven Wert von x. Also ist F{pi) identisch gleich Null und die 
Eelation (3) besteht ffir jedes x. 

Wenn eine andre ganze Funktion ^(o;) die Eigenschaften 

f(a;+l)-^(a;) = ^.^;^~^_^) , V(0) = 

hat, so ist itix) mit 9>n(^) identisch, weil beide Funktionen vom 
^ten Qrade (Nr. 4) sind und außerdem die Gleichungen 

^(0) = <)p(0), *(l) = <)p(l), *(2) = <)p(2), ...,^(w) = <)p(w) 

bestehen. Die Werte y(l), 9(2), . . . , y(w) bestimmen sich sukzessive 
aus der Gleichung (3). 

Durch die Differentiation von (3) findet man 

g>;(« + 1) - i,{x) = t.2...(^_2) - 

Nach der Gleichung (2) ist y5i(0) = -4««.i. Deswegen ist 
y»(a?) — -4«_i eine ganze Funktion, die für a; = verschwindet und 

deren Differenz gleich t— ö TTTiS ^''*- Folglich ist fQr w > 1 

oder 

(4) y'„ (iC) = Vn- 1 (a?) + ^,- 1. 

Aus dieser Relation schließen wir, daß 

ist, xmd daß die Koeffizienten Jq, ^, . . . , J^^a hier dieselben sind, 
wie in der Gleichung (2). 

Wenn wir in (3) a? = setzen, so finden wir ^«(l) = oder 



(ö) r:fei + i.2..Vi) + ^-^-V^) + -+T^' + ^'--°Q- 
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Diese Belation gibt die Möglichkeit^ Ä„—i zu berechnen; sobald 
die Koeffizienten Äq, A^, . . ., An— 2 bekannt sind. 
Aus der Definition 



V 



92(^)=^' 



X 







folgt, daß ^(^_ ^. j 

ist. Deswegen ist 

A=l, A 2' 

Die Gleichung (5) für n = 3, 4 und 5 gibt 



1-2-3-4-5 ' 1-2-3-4 ' 1-2-8 ' 1-2 

Daraus findet man 

In dieser Weise kann man beliebig viele Koeffizienten berechnen. 

32. Blgensoliaften der KoetBiienteii. Wenn man in der 
Belation 

/j»2ife 
9'»+i(l +«Ö- fi.+ti^) = i.2.8...2ifc 

X durch — X ersetzt, so findet man 



(6) 93*+l(l - ^) - «Psi+i (- *) = 1-23. ■■2ifc - 

Wenn man die Bezeichnung 

- 9^2*+i(l - ^) = -^(^) 
einfuhrt, so ist 

- 'P,,+^(- ») = - 9«+i[l - (^ + 1)] = -f (« + !)• 
Die Gleichung (6) nimmt die Form an 

F(. + 1) - 1^(0;) = ^^f-^^. 

Da aber i^(0) = ist, so ist nach dem in Nr. 31 bewiesenen 
Satze F(x) = 9^2*+i(^) ^^^^ 
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Vergleicht man die Ableitungen der beiden Seiten dieser Gleichung^ 
so findet man mit Berücksichtigung der Gleichung (4) 

oder 

(8) <3P2*(l-^) = y2*(4 

Für Jc = l ist die Ableitung von (p2ji(o(^) keine Jacob Bernoullische 
Funktion, weil die Definitionsgleichung (1) in Nr. 31 für n = 1 keinen 
Sinn hat. Aus der Differentiation von (8) folgt für ifc > 1 

oder nach (7) 

— -^2* — 1 = -42Ä — 1. 

Es ist also 

(9) Ä2k^i = für ;k > 1. 

Wir haben schon in Nr. 31 gesehen, daß Ä^ nicht Null ist, und 
daß -Ig = ist. Jetzt überzeugen wir uns, daß ^5 = 0, -4^ = 0, . . . sind. 

33. Das Vorzeichen von 9)n(pc) im Intervall (0, 1). 

Wenn man in (7) ä? = ^ setzt, so findet man 



?^ft+i ii) = 0. 



Wir wollen untersuchen, ob für )fc> 1 die Gleichung y2*+i(^)^^ 
noch eine Wurzel im Intervall (0, 1) hat. 

Es sei vorausgesetzt, daß diese Gleichung außer und 1 noch 
die Wurzeln a^ und a^ besitzt, die den Ungleichheiten 

genügen. Hier darf a^ oder a^ gleich -^ genommen werden. Nach 

dem Bolleschen Satze hat 9^2*+i(^) "^ ^ mindestens drei Wurzeln 
61, 63 und 63, die den Ungleichheiten genügen 

< &i < «1 <!*&2 "^ ötg < &3 < 1. 

Die Gleichung ^gA-f-iC^) ^ ^ ^^^ mindestens zwei Wurzeln c^ 
und c^j die zwischen und 1 liegen. 
Es ist aber 

weil Ä2k—i^0 ist. Die Gleichung ^^k—ii^)^^ ^** außerdem die 
Wurzeln und 1. 

Aus der Voraussetzung, daß die Gleichung 9^2ifc+i(^) "^ ^ zwischen 
und 1 zwei Wurzeln hat, folgt also, daß die Gleichung ^2k—i(^)^^ 
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in demselben Intervall auch zwei Wurzeln hat. Wenn wir diesen 
Schluß mehrmals anwenden^ so finden wir, daß q>^(x) zwischen 
und 1 zwei Wurzeln hat. Das ist aber unmöglich, weil die Funktion 
3ten Qrades q>si^) Glicht für vier verschiedene Werte von x (0 und 1 
inbegriffen) verschwinden kann. 

Es ist also bewiesen, daß die Gleichung y2*+i(^)'^^ zwischen 

und 1 nur eine Wurzel a? = -ö hat. 

Wir wollen jetzt die Gleichung q>2ii^) = untersuchen. Wenn 
diese Gleichung zwischen und 1 die Wurzel a hat, so folgt nach 
dem Bolleschen Satze, daß die Gleichung g>2k(p^)^^ mindestens 
zwei Wurzeln zwischen und 1 hat. Das ist aber unmöglich, weil 

9^i*(^) "^ 9^2*— 1(^) ^^^ ^^^ ^^ ®^®^ bewiesen haben, daß V^k—i^^) 
nicht für zwei Werte zwischen und 1 verschwinden kann. 

Es besteht also der Satz: Für alle Werte von x zwischen 
und 1 hat die Funktion V^j^(x) dasselbe Vorzeichen. 

Um dieses Vorzeichen zu bestimmen, betrachten wir die Gleichung 
g?j^ , j(a?) = 0, die befriedigt wird für a; = und a? = ö^* Nach dem 
Rolleschen Satze hat die Gleichung 

mindestens eine Wurzel o? = a, die zwischen und — liegt. 
Aus der Relation 

folgt, daß Ä^k nicht gleich Null sein kann, weil fp^J^oo) nicht im 
Intervall (0, 1) verschwinden kann, und daß m demselben Intervall 
V2k(p^) das entgegengesetzte Vorzeichen hat, sla Ä^jc» 
Es ist aber 

/|*2 k rt(»2 k —— 1 <|j2 k — 2 

''"('") =° 1-2... 2* + •^il.2...(2*-l)+ ^ 1.2...(2A;-2) 
+ ^M.2...(2Ä-4)+*''+^2*-»r:2' 

Nach einem Satze [der Algebra hat ^>^(x) für kleine positive 



X* 



Werte von x dasselbe Vorzeichen wie das Glied J.2*— 27— ^ ^^^^ 

wie -<l3jt-2. 

Die Koeffizienten -da*— 2 imd A^]^ haben also verschiedene Vor- 
zeichen. Da aber A^=^'> ist, so ist 

^4 < 0, ^ > 0, ulg < 0, . . . 
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und för < a: < 1 besteht die Ungleichheit 

(-l)*9'„(a;)>0. 

Die Punktion ^^j^tiip^) wechselt ihr Vorzeichen im 

Intervall (0, 1), weil ^ = 0^ eine einfache Wurzel der Gleichung 

''sÄ+iC^)^^ ^^^' ^^ diese Behauptung zu beweisen, nehmen wir 
an. daß 

sei. Die Funktion ^^j^{po) + A^i verschwindet für a; = a und a? = -^ • 
Nach dem Bolleschen Satze soll 

verschwinden für einen Wert von x zwischen u und — ; was un- 
möglich ist. 

34. Bernoullische Zahlen. Die Koeffizienten A^,Ä^,A^^.., 
werden oft durch die Zahlen JR^, j^, jR,, ... ausgedrückt, die man 
Bernoullische Zahlen nennt. Es sind Zahlen, die mit dem Vor- 
zeichen + oder — , als Koeffizient von x in der ersten Potenz, in 
den Ausdrücken für 

XXX 

auftreten. 000 

Es ist 

X 

^x' = l'2ip,(z) = 1 • 2A^x -(c' + Y' 



X 





^a?«==l-2.3-4»5.697(a;) = l'2.3.4.5.6J^a; + 





Es wird daher gesetzt 
12A^ = Bi, 12.3.4^^ = — B„ 1-2.3.4 5 6J«=B„... 
Allgemein ist 

(1^) ^» = 1.2.8. ..aft - 



Die ersten Bernoullischen Zahlen sind 

T?T? ^"D ^"D ^"D ^ 
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Die Tabelle der 62 ersten B findet man bei J. G. Adams im 
Journal für Mathematik, Bd. 85 (1878), S. 269—272. Die ersten 
2Q Zahlen sind im Lehrbuch von A.A. Mark off abgedruckt (S. 125). 

Auf die arithmetischen Eigenschaften der Bernoullischen Zahlen 
gehen wir hier nicht ein.* 

86. Entwicklnng von 9>je*(^) ^ ®^® trigonometrische 

Beihe. Aus der Theorie der trigonometrischen Reihe (L. Dirichlet, 
Werke, Bd. I, S. 119—132) folgt, daß ftlr 

die Entwicklung 

g>^j^(x) = "ö ö^o + «1 cos 2ütx + a^ cos Axx H h ^n cos 2nxx H 

+ \ sin 2xx + ftg sin 4xx H h ^n sin 2nücx -\ 

besteht. Die Koeffizienten haben die Werte 

1 1 

an = 2 j q>2j,{^) cos 2nücx • dx, 6„ == 2 I g>2jg(p^) sin 2nxx • dx. 



Wenn wir x = l — y im Ausdruck für bn einsetzen, so wird 

wegen der Relation (8) in Nr. 32 

1 



6„ = - 2 / q>2j^{y) sin 2nüty dy. 





Folglich ist bn = — bn oder 6« = 0. 
Der Wert für 



%-y 92k(^)^^ 



läßt sich aus. jder Relation . » . 

bestimmen. Man findet 



• V . . 



^ % = / 9>2k(^)^^ ^ - -^8*- 



. ♦ -0 ... 

Um a„ zu berechnen, werden wir das Integral 

1 1 

/► . /», , . 

Vik (^) ^^^ 2nütx ' dx durch / 9n_2i^) cos 2nytx • dx 



ausdrücken. Zu diesem Zweck gebrauchen wir die Formel 

* Diesem Gegenstand ist der dritte Abschnitt des Werkes von Herrn 
L. Saalschütz gewidmet (Yorlesiingen über die Bernoullischen Zahlen . . . 
Berlin 1893). 
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(11) lq>^^'dx = q>tl)' — (p't + ltl;q>"dx, 

die eine Folge der zweimaligen partiellen Integration ist. 
Setzt man in (11) 

q> = q>^j^ {x), ^" = cos 2n%x, 

so findet man für A; > 1 

Da aber 

1 

/ cos 2njcx ' dx = 

ist, so wird ^ 

1 1 

/ 9^2* (^) ^^"^ 2wÄa; • da; = . "" ., / y2*-2(^) ^^® 2wÄa; • drr. 



Wenn man diese Formel (k — 1) mal anwendet, so erhält man 
1 1 

/ 9^2* (ßö ^^^ 2nicx • dx = 2*— 2 / 9^2 (^) ^^^ 2nxx • drc. 



Es sei jetzt in (11) 

^ "^ 9^2 (^).7 . ^" = ^^^ 2n%x. 
Daraus folgt 



tf ^ , C08 2n9ra; 

und 

1 

J q>i(x) cos 2wÄa; • dx = ^g^,- 


Man findet also 

{-l)*~^2 

Wenn man in der Entwicklung 

9'2*(^) "^ 2^^o + ^1 ßos 2ää; + aj cos 4ää; + • • • 
X gleich Null setzt, so findet man die bemerkenswerte Formel von Euler 
(12) ^.._i^[, + a- + -L + _J_ + ...j. 
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Diese Formel wird später benutzt, um die Eouyergenz einiger 
Reihen zu untersuchen. 

Aus den Werten für A^ und A^ folgen die Formeln 



2» + 3' 



l-LJL4.jL4.J_j ==^, 



Dieses Kapitel habe ich unter dem Einfluß von W. G. Imschene tzky 
(Easaner üniversitats- Nachrichten 1870 und französisch in J. Hoüel, 
Gours de calcul infinitesimal, Paris 1888, Bd. 1, S. 476) und Herrn 
N. J. Sonin (Warschauer üniTersitats- Nachrichten 1888 und französisch 
im Journal fQr Mathematik, Bd. 116 (1896), S. 133) bearbeitet 
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86. Enlersche Formel fttr gaaiM» Fmiktioneii. Es sei 

Wenn man diese Funktion von bis x summiert, so findet man 



^f(x) =p^q>^{x) + Pi(p„__^(x) + .• • + p„_^q>i(x) + p„_iX: 



Hier treten BernouUische Funktionen ein. Wir wollen dieselben 
vollständig ausdrücken und die Glieder nach den Koeffizienten 
Äj^f A^y Aq, . . . anordnen. 

In dieser Weise entsteht die Formel 

X —1 

^ 

+ ^{Po i.i'^.(^n-l) +P^ l.^'''.(n-2) + "' + Pn-»^) 
+ '^{Po i.2'^..(n-2) +Pi l.2'^.(n-Z) + -'-^Pn-»^) 



« • 
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oder 



(1) 



X 
X y^ 



Das ist die Eulersche Summationsformel. Sie ist genau ftir 
ganze Funktionen vom (w — 1)*®^ oder niedrigeren Grade. 

37. Bestglied der Enlenchen Formel. Wir wollen die 
Funktion 



(2) 



... - ^._, [/•('•-»)(«) - /^<«-«)(0)] - ^._i[/^(»-2)(«) - /^(»-»)(0)] 



ausdrücken in dem Falle, daß f{x) keine ganze Fanktion vom 
(n — l)*" Ghrade ist. 

Die Differenz von ■^{x) ist 



(3) 



X 

Af («) = /•(») - A jf{x)dx - A^Lf{x) - A^Af'(x) 



••• - A-»A/^(»-»)(ä;) - A„^iAf^''-'^(x). 
Aas der Integralrechnong ist bekannt, daß 

^F(x) = Fix + 1) -F(x) ^F'ix) + j^ J"'(a:) + rr^ -?""(«') + - 

1 



ist. 

Nachdem wir sukzessive 



X 

F{x) ^Jf{x)ix, fix), fix), ..., /•(-») (a;) 



m = W; w — 1, w — 2, . . . , 

gesetzt habeU; so verwandelt sich (3) in 

Seliwanoff, Differenzenrechnuiig. 
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m -^,m -rh-.n^) -■■- ir^f'-'K^) -/r^/^-'(^+")'^» 





1 



Am-^,f»- ■ -rFr^/"^"-^'(-)-/^^f^/-^-K-+«)rf« 





1 





1 



oder 

A^(a;) = - %(l)/-'(^) - 9>,(l)/-"(a;) - • • • 

- 9',(l)/'<"""(») - fvnO- - w)/'^"^« + u)du. 



Da die Werte 9,(1), ^5(1),..., y„(l) gleich Null sind, so ißt 

1 



Nach der Formel (2) ist ^(0) == und folglich 

1 

(4) i,ix) = - /V„ (1 - m) ^r'Kx + u)du. 



Es wird hier nach x summiert und nach u integriert. 
Wir werden n = 2fc setzen. Wegen der Relation 

<P,*(l-w) = <)p,,(u) 

ist dann 

1 

(5) VC«) = - rv,,(u)du^f<~")(x + u). 

Das ist das Besi^Iied von Jacobi (Journal fOr MaÜL, Bd. 12 (1834), 
p. 263 oder Werke, Bd. 6, p. 64). 
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Wenn man in (5) die Bernoullische Funktion g>^^{u) durch 
die trigonometrische Reihe (Nr. 35) ausdrückt^ so findet man das 
Restglied von Poisson (Pariser M^moires, Bd. 6 (1826), p. 580), 
Wir werden die Jacobische Form gebrauchen. 

Die Funktion y^^C«^) behält ihr Vorzeichen im Intervall zwischen 
und 1. Deswegen folgt aus (5) 

f/ 



wo < e < 1 ist. 
Da aber 

so ist 



xind folglich 



1 





(7) 



<6) V(a:) = ^«2^"K« + Ö). 



Wir haben also bewiesen, daß für jede Funktion f(x), die 
gewissen Stetigkeitsbedingungen genügt, die Formel besteht 

f(0) + /•(!) + /•(2) + ■ . . + fix - 1) 

X 

^Jf(x)dx + Ä^\f{x) - /(o)] + Ä,[f{x) - rm + . • • 

+ ^„^,|/(»-»)(a;) - /•(»-»)(0)] + J.,*_i [/'("-»)(ir) - /•("-«)(0)] 
i+ Äii[f*^\Q) + /"^"^CÖ + 1) + • • • + /"'"KÖ + a; - 1)]. 
Für a; = 1 ist 

m =fmdx + Mm - rm + A\f(X) - rm + • • • 





<8) 



Die Glieder mit J^a*— i fallen weg, sobald Ä > 1 ist (Nr. 32, 
Perm. 9). Für ^ = 1 ist 
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f(0) + f(l) + f(2) + -^- + f(x-l) 

X 

(9) \=ffi<c)dx^Jk\f(x)-m-\ 
+\ [/"' (ö) + r'(e + 1) + r (ö + 2) + • • • + r' (ö + « - 1)] 

und 

1 

(10) m) ^ffix)dx + A\f(X) - fm + ^r'(ö). 



38. Andre Form des Sestgliedes. Wenn die Ableitnngen 
f^^^)(t) und /*(**+*)(^) für Werte von t zwischen und x ihre Vor- 
zeichen behalten und dieselben Vorzeichen haben^ kann das Best- 
glied (6) eine andre Form annehmen. 

In der Formel 

/ qxo'^du = yco' — q>*(o + / (oq>*'du 
setzen wir 

X 



Dann wird 

X 





X 



und folglich ist 

1 






<• 








Es besteht also die Relation 

1 



1 1 

«/ ty 
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Da aber 
1 



/' 



p^\x + u)du = /^("-i)(a; + 1) - P^-%x) = A/'("-i)(a;), 





80 ist 



tß 



und folglich 

1 



•/ 



1 



Das erste und letzte Glied dieser Formel haben yerschiedene 
Vorzeichen, weil, nach dem in Nr. 33 bewiesenen Satze, g>^j^(u) und 
9^2*4-2 W ^ Intervalle (0, 1) verschiedene Vorzeichen haben und 
nach unsrer Voraussetzung /*(**) (^) und /'^**""^)(^) gleiche Vorzeichen 
haben. 

Die gefundene Relation hat die Form 

a=^b + c, 
wo ac < ist. Aus der Gleichung 

a^ =» a6 + ac 

folgt 

0<a^<ab, 0< J<1. 

Es ist also A, 

wo < < 1 ist. 

Nach dieser Bemerkung ist 

(11) t{x) = . Ä,,[f^^^-^){x) ~ /(>*-^)(0)]. 

Diese Formel kann statt (6) gebraucht werden, sobald f(t) gewissen 
Bedingungen genügt. (Vgl. Markoff, Differenzenrechnung, S. 121.) 

39. Zweite Form der Bnlersohen Formel. Wir werden 
voraussetzen, daß ftlr alle positiven Werte von t die Ableitungen 
f"(t\ r^t), f^^(t\ . . . dieselben Vorzeichen behalten und daß alle 
Ableitungen f{t), f"(t), f"'(t\ . . . unendlich klein werden, sobald t 
unendlich groß wird. 
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In dieiem Falle hat daa Integnd 

1 



f9„(»)du-^f(^'Kt + «) 





einen Sinn« Ea bedentet, daß daa Integral 

1 



«/ o 





bei nnendlich wachaendem x aich einer bestimmten Grenze nähert. 

In der Tat, bei wachaendem x yergroßert aich der absolute 
Betrag des Integrak, weil neue Elemente mit demselben Vorzeichen 
zutreten. Sobald aber x hinreichend groß ist, so ist 

1 



fq>,,{u)du-^r*%t+u) 



<|^„|{H-|P*-«(0)!}, 



weil hier die Formel (11) anwendbar ist und nach der gemachten 
Voraussetzung \f^^^^^^{x)\ beliebig klein sein kann. 

Nach bekanntem Prinzip hat das Int^nd eine bestimmte 
Gfrenze. 

Aus der Relation 







) 



folgt ° 



/» CO 





) 






Da aber 
1 



/V,*(«) du^f(.*'')(t + u) und /*?>,,.,(«) d«2^("+« (t + u) 

renoliiedene Yorzeichen haben, so ist nach der Bemerkung im 
vorigen Paragraphen 
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fq>,,(u)du^f(^''Kt + «) = e, J.»/'("-»)(0), 

wo < 01 < 1 ist. 

Um diese Formel zu verallgemeineni, genügt es zu setzen 

f(t) = fix + v) = I{v), 



» • 



wo V eine neue unabhängige Variable ist und x einen bestimmten 

Wert hat. 

Nach der bewiesenen Formel ist 
1 

oder 

1 

y„(«)d«2/"<»)(< + m) = 0, Jl»/"(»-"(a;), 

* 

wo < 02 < 1 ist. 

Wenn man in der Eulerschen Formel das Restglied 

1 

X 



durch • • • 

1 



t/ 



OD X« 00 



t/ l/ * X 





ersetzt, so findet man 

X 
X 



^m = fm^i + c* + Am + -4/"'(^) + • • • 
05/ 

1 


WO 



1 

QO 



Jetzt wollen wir beweisen, daß die Eonstante Ck Ton h tm- 
abhängig ist. 
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Für Ä = 1 ist 

X 



X j% >^ flO 

t/ «/ as 





Mit Benutzung von (12) findet man 

X 
X 



^m = c* + /7(o^* + ^i/"(^) + ^/'(^) + • •• 

tmd « « 

2/(0 = c,+ mat + Am + e^Afix). 

«/ 



Der Vergleich der beiden Formeln gibt die Relation 

c, + j^f(aj) +...+^2*-i/-(**-^)(^) + e Ä,,f('^-^)(x) 

die fiir jeden ganzzahligen positiven Wert von x besteht. 

Bei unendlich wachsendem x sind alle Ableitungen von f(x) 
unendlich klein und folglich ist Cjt = C^, 

Es ist also die Formel bewiesen 



(13) 



X 

^m = c+ fmdt + Afix) +Ar{x) + 

?/ 



• • • 



wo < e < 1 ist. * 

40. Der allgemeinere Fall der Enlersohen Formel. Bis 

jetzt haben wir die bestimmte Summe Ton der Form 

m + m + A2) + • • • + fix - 1) 

betrachtet. Nun wollen wir zur Summe 

F{a) + F(a + h) + F(a + 2Ä) +..•+ FQ) - Ä), 

wo b ^ a + xh ist, übergehen. 

^ '*' F(a + th) = f(ty, 

dann ist 

F(a)^f(p), F{a + h)^f{i), F{a + 2h) ^ f(2), 



• • • 



F{b -h) = f{x - 1) 
und folglich 

F{a) -\-F(a-\-h)+'-+F(J)-h) = f{0)-\-f(l) +■■■-{■ f{x-\). 
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Wenn wir berücksichtigen, daß 

f(.'n)(f) = Äm2?'(m)(a -f tk), 
/■(m)(a;) = Ä'»J?'W(&), /•W(0) = Ä'»J?'(«»)(o), 

SO nehmen die Formehi (7), (8), (9) nnd (10) die Formen an 
■F(a) + F(a + h) + F(a + 2h) + '-' + F(h — K) 



(14) 



irF(u)du+Äi[F{b)-F{a)]+Ath[F'(b)-F'(a)] + ■ ■ 



h 

a 



(15) 



+ Aii-i A»*-» [l^(»*-«)(6) - J'("-»)(a)] 

+ .4,iÄ"[l^<»*)(a+0Ä)+J'(")(a+l+eÄ)+. • ■+F**(b-h+dh)l 

a+k 

F(d) ^j rF(u)du+Äi[F(a+h)-F(a)']+A^hlF'{a+h)-F'{a)]+- ■ ■ 

+Än-ih»*-'[F<-**-\a+K)-F<'"-''\ay]+Äith"F<-"\a+eh), 
'F(a) + F(a-\-h) + F(a + 2h) + '" + F(b-h) 

b 



(16) 



= jJ^F(u)du +A, lF(b) - F(a)] 



-{-A^h*[F"(a+eh)+F"(a+l + eh) + '--+F"(h-h+ehy] 
und 

(17) ^(0) = ^ JF(u)du + Ä^ \F{a + A) - F{a)\ + A,h*F"{a + 0A). 

a 

In allen diesen Formeln ist h ^ a + xh und x eine ganze 
positive Zahl. 

Wenn die Ableitungen F^\t)y F^{t), F^^)(t), ... für ^^ a die- 
selben Vorzeichen behalten und die Ableitungen -F'(<), F"(t), F^^t),,. . 
unendlich klein werden^ sobald t unendlich groß wird, dajin besteht 
die Formel 



(18) 



F(a) + F(a + h) + F(a + 2h)-\ ^F(b-h) 

^C+irF(u)du+AF(b)+A,hF'(b) 



+ 



+ J[,i_i A»*-»i?'(»»-«)(?») + 0^,t A»*-iif(»*-i)(&), 



wo die Konstante C Ton b und k unabliäiigig ist. (Vgl. Markoff, 
Differenzenrechnong, S. 131 — 133.) 



58 Zweiter TeiL Sammen. 

Viertes Kapitel. 
Anwendungen der Enlerschen Formel. 

41. Entwicklung von —^ — in eine Beihe. Setzt man in 
der Formel (8) (Nr. 37) 

so wird 
1 



ß 



e'»da; = !l-i, ^(m)(l) = ^mg«^ ^(m)(0) = <•», ^(Ji)(a,) = <» V* 





und folglich 



«*-l 



^ + A,{e* - 1) ■\- A^t{e* - 1) -\- ■ ■ ■ 
+ ^„_»<»-»(c'- 1) +^,i_if"-»(c'- 1) + J.»*<»»eö'. 
Nach der Formel (12) (Nr. 35) ist das Bestglied 

Bei wachsendem Tz bleibt 

endlich; weil 

l<JM.<l + (^i,+ -l) + (^,+ 4, + -L + ij) + (^,+...) 

• • • 

oder 1 

1<M,< V- 



gSA-l 



ist. Daraus folgt, daß lim Jf * = 1 ist. 

Es ist also für |^|<2;r das Kestglied dem absoluten Betrage 
nach beliebig klein für hinreichend große Werte von Tc. 

Polglich besteht für |^| <2ä die konvergente Reihe 

oder 

(1) -^ = i+^i+j,<+4^<»+.- 

e — 1 * 

42. Entwicklung" von ctgo? und tgo? in eine Seihe. 

In der Formel (8) (Nr. 37) setzen wir 

Dann wird ^^^^ = *^« (^^)- 



1 



/ 



cos {tx)dx = ^, f (t) t sin (tx), f"'(t) = + <» sin (tx), 

« 

. . ., /-(»*)(a;) = (_ iy-H»t cos (tx), 
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und folglich ist 

1 =» -^ + Ä^ (cos ^ — 1) — A^t sin ^ + ÄJ^ siat 

Da aber 

1 — -4i(cos t — 1)== "^^^ = cos* -^} 

so findet man nach der Division durch 

sin ^ == 2 sin "2 cos — 
die Formel 

+ (- l)*-i^„_,<"-»+ (- l)»-i^B»<" ^^- 

Ebenso^ wie in Nr. 41, kann man beweisen, daß das Bestglied 
fiir 1^1 < 2ä und für hinreichend große Je beliebig klein wird. 

Wenn man x statt -^ einsetzt, so entsteht die Entwicklung 

(2) ctg a; = i - 2^A^x + 2^Ä^x^ - 2^A^x^ + • • •> 

die für | a? | < ä konvergiert. 
Mit Hilfe der Relation 

tg a; = ctg X — 2 ctg 2x 
findet man die Reihe 

(3) tgx=^2^(2^-l)A^x-2^(2*^l)Ä^x^+2^{2'-l)A^x^ ; 

wjBnn I a; I < Y ist. 

43. StirllnffBOhe Beihe. Wir wenden die Formel (18) (Nr. 40) 
an und setzen 

F(x)='logx, a = l, A = l, b='X. 
Man findet dann 

/ log xdx = ir log a; — a;, F^ (x) = xr-\ F"(x) == — x-^, • • • 

..., J'(«»)(a?) = (-l)"»-U.2.3...(m-l)a;-"» 
und folglich 

log [1 • 2 • 3 . . . (ä; — 1)] = C + a; log a; — a; + J^i log a? 
+ ^ar-i + ^4l-2a^8 + --. + ^,A^2l-2.3...(2Ä-4)ar-("-») 

+ 6^8*1. 2-3. •.(2Ä-2)a;-(2*-i), 
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Indem man zu beiden Seiten log x addiert und A^ darcb. 
seinen Wert (- \) ersetet, so erhalt man 

\og{l'2 '% , . . x) =- C + {x + ^\og X - X + A^x-^ 

(4) |+^4l.2a;-« + --- + ^2*-2l-2.3...(2Ä;-4>-("-«) 

+ 6^2* 1 • 2 . 3 . .. (2ÄJ - 2>-(5*-i). 

Hier ist X; > 1 Yoransgesetzt. Für Ä; = 1 besteht die Formel 

(5) log (1 -2 .3 ... a;) = C + (ä; + ^) log a; - a; + Q^A^x^K 

• • • 

Es sind 6 und 6^ Größen zwischen und 1. 
Es bleibt noch die Eonstante G zu bestimmen. Zu diesem 
Zweck wenden wir die Wallis sehe Formel an: 



wo 



— = lim *(w) für lim n = oo, 

22 4-4 6-6 2n-2n 



vV 1.3 3.6 5-7 (2n-l)(2n+l) 

ist. Mittels einfacher Umformungen erhalten wir 

^ ^ Ll-3-6...(2n-l)J 2n + l 

__ r2>2»4-4-6-6...2n-2nl g 1 
■~ L l-2.3-4...(2w-l)2n J * 2n + 1 

^ (2-4'6...2n) ^ 1 _ 2^" » (1 » 2 » 8 . . . n)^ 1 

~ (1-2. 3 -4... 270*' 2n + l "^ (1 • 2 • 3. . .2n)*-2n ' .,_i_* 

Darans folgt 
log ®(n) = 4n log 2 4- 4 log (1 . 2 . 3 . . . n) 

-21og(1.2.3...2n)-log(2n)-log(l + ^) 

oder mit Benatzung von (5) 

log ®(n) == 4w log 2 + 4C + (4n + 2) log n - 4w + 40i J^ ^ 

- log 2 - logn -lög(l + ^) 

- (4w + 1) log 2 - 20 - (4w + 1) log w + 4n - Öj ^2 -^ 
= -21og2 + 20 + 40, J,i-log(l + ^)-0,J,i. 
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Wenn wir jetzt n nnendlich wachsen lassen, so wird 
lim log 0(n) = log |, lim [40^ ^ ^J = 0, 

und folglich 

log | = - 2 log 2 + 2(7. 

Daraus findet man 

C = log)/2Ä. 

Es bestehen also die Formeln 

log(1.2.3...a;)=:logT/2^ + (a; + {)logÄ;-Ä: + ^a;-^ 

+ Ä^l'2x-^ + '' + J.2ifc-2l-2.3...(2Ä~4)a;-(2*-«) 

+ e^2il-2-3 ... (2* - 2)a;-(»*-i) 
und 

(7) log (1 • 2 • 3 . . . «) = log l/2« + (a; + I) log a; - a; + d^A^x-K 
Da < 0j < 1 und J^ = -t ist, so folgt aus (7) 



(6) 



log y2Ä + (a; + I) log a; - a; < log (1 . 2 . 3 . . . a;) < log )/25r 

+ (a; + ^) log rj? - a; + j|- 
oder ' \ 2/ . ,. ux , . ^ 

(8) Y2^ • ir* . C-* < 1 • 2 • 3 . . . a; < }/2ä^ • ä^ • e-* • e"^. 
Für große Werte von x kann die Näherungsformel 

(9) 1 . 2 • 3 . . . Ä^ = yWicx • a^ . C-* 
gebraucht werden. 

44. Untersuchung des Bestgliedes der Stirllngsohen 
Beihe. Die Gleichung (6) ist die Stirlingsche Beihe^ deren Kon- 
vergenz wir jetzt untersuchen wollen. Zu diesem Zwecke muß man 
seheU; ob das Bestglied bei unendlich wachsendem Ic unendlich 
klein wird. 

Nach der Formel (12) (Nr. 35) ist 

• • • 4, r • 

dÄit . 1 • 2 • 3 . . . (2Ä - 2)a;-("-») 
= e.(-lV-i2a;.('-i-V.^-..^^^.ri + — + — + — +--1- 

V }^ J.J ** \2«a;/ 2«« 2«« L 2" 8** 4** -I 
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In Nr. 41 ist bewiesen^ daß bei wachsendem Tz sich die Reihe 

1_lJL_lJl.4,JL4.... 

2^* 3^* 4^* 

der Grrenze Eins nähert. Für jeden Wert von x wird aber das Produkt 

1 2 3 2A;-2 

%itx 27ex ^'Jtx 2ycx 

beliebig groß für hinreichend große Werte von h 

Daher ist die Stirlingsche Reihe divergent. Für große Werte 
von X und kleine Werte von Je ist das Restglied dem absoluten 
Betrage nach sehr klein. In diesem Falle gibt die Stirlingsche 
Reihe eine gute Annäherung für 

log(1.2.3...ic). 

Z. B. für a; = 100 und ä = 3 ist der Fehler < -^^. (Markoff, 
Dififerenzenrechnung, S. 137.) ^ * ^^ 

Für einen bestimmten Wert von x ist der Fehler dem absoluten 
Betrage nach kleiner als 

I ^2* h 1 • 2 . 3 . . . (2ÄJ - 2)a;-("-i). 

Die beste Annäherung bekommt man für einen solchen Wert 
von Je, für den der Ausdruck 

den kleinsten Wert annimmt, weil der absolute Betrag des Restgliedes 
kleiner eis Uk ist. 
Für ÄJ ^ 6 ist 

1 I _1_ I Jl_ . J_j ^ 1 

I ^91. "T* Ol. "t" _oi. "l *** ^ 



2»* • 38* » 4^2* ' 52* ' ^ 2047 

Deswegen kann man angenähert setzen 

o / 1 \» 2 3 2Ä;-2 

\2 7cx/ 27CX 2nx 2^x 

Da aber angenähert 

«*+^ = 2^^ • (2^)'- 2I 



» 2 2ft-2 2Ä!-1 2* 

a; 2nx 2^x 2nx 
80 ist 



***+! 2Ä;-1 2Ä; . / ä; \2 
Uj^ 2nx 2 



7t X \jtx) 
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Die absoluten Betrage der Glieder der Stirlingschen Reihe 
nehmen also ab, solange Tc<i%x bleibt. Die beste Annäherung erfolgt 
also, wenn k nahe zu %x +1 liegt.* 



46. Angenäherte Berechnung der Summe 

* ~ 2 ~ 3 ~ » ic — 1 
fftr grofiie Werte von x. In der Formel (18) (Nr. 40) setzen wir 

F(x) = — ; a = 1, Ä = 1, 6 = ^. 

Dann finden wir 

/dx 



^ = log Xy ^("»)(a;) = (- 1)"»1 . 2 . 3 . . . wa;-("»+i) 

und folglich 

1 + 4 + T + • • + -^ = (7 + log a; - 4 - - Aa;-> 

(10) I -^J.2.3a?-* ^2*-2l-2.3...(2ÄJ-3)a7-(«*-2) 

~eJ.2*l-2.3...(2Ä-l)a?-". 

Die Eonstante G läßt sich nicht durch bekannte Eonstanten aus- 
drücken, sie läßt sich nur angenähert berechnen. 

Wenn man x ^ 10, X; =» 7 setzt und das Bestglied vernachlässigt, 
so findet mau 

= 0,57721 56649 01532... 

Das ist die Eulersche Eonstante. 

Ebenso wie in Nr. 43 kann man zeigen, daß die Reihe (10) für 
jeden Wert von x divergiert. Deswegen darf zur Berechnung der 
betrachteten Summe nur eine geringe Anzahl der Glieder der Reihe 
genommen werden. 

In die Untersuchung, wie groß diese Anzahl sein kann, werden 
wir uns nicht einlassen. 



♦ Vgl. Encykl. der Math. Wiss., Bd.I, p. 103. 



Dritter Teü. 

Differenzengleichnngen« 



Erstes Kapitel 

Allgemeines über Bifferenzengleichuiigeii. 

46. Zwei Formen der Bifrerenxengleiohungeii. Eine 
Gleichung von der Form 

(1) *(^; y^y Ay^, A*y^, ..., A"»yJ = 

heißt Differenzengleichung. Hier ist O eine gegebene Funktion, 
y eine unbekannte Funktion. 

Bei Anwendung der Formeln 

^y. - y.+i - y^y 

^\ - y.+2 - ^Vx+i + y^y 



nimmt die Gleichung (1) die andre Form an 

(2) H^, y,y y^+i, y,+2; • • •> y^+J = 0- 

Ist die Gleichung in der Form (2) gegeben, so kann man sie in 
die Form (1) überführen. Es genügt, die Formeln 

y.-^i-y.+ ^y.y 
yx^2-y^+^^yx+^%y 



anzuwenden. 

Von diesen beiden Formen (1) und (2) ist (2) die bequemere. 
Es ist einfacher, eine gegebene Funktion statt y^ in die Gleichung (2), 
als in (1) einzusetzen. 
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Wenn bei der Transformation (1) in (2) z. B. die Grroßen y^ 
und y^ , ^ wegfallen, so wird die Gleichung (2) dadurch vereinfacht, 
daß man v , , = setzt. 

Es sei die Gleichung 

^^y^ + A»y^ - A y^ - y^ « 
gegeben. Mit Anwendung der Formeln 

^%- y.+8- 3y,+2+ 3y,+i- y. 

geht diese Gleichung in 

über. Setzt man y^ig^^«? ^^ entsteht die einfachere Gleichung 

Aus diesen Gründen werden wir Yoraussetzen, daß die gegebene 
Gleichung die Form (2) hat und daß in ihr y^ enthalten ist. Wenn 
außer y^ noch y^ , ^, aber kein y mit größerem Index vorkommt, so 
werden wir (2) eine Gleichung w*^' Ordnung nennen. Die eben 
betrachtete Gleichung 

A"y^+A»y^-Ay^-y^=0 
ist also eine Gleichung 1**' Ordnung. 

47. Partikulftre und allgemeine Lösungen. Wir werden 
voraussetzen, daß die vorgelegte Differenzengleichung n^^ Ordnung 
die Form hat 

Die Funktion f soll für alle betrachteten Werte von x, y^, !/«+!> 
yxA-V'"> ^Ä+n— 1 ö^®^ endlichen und bestimmten Wert erhalten. 

Jeder Ausdruck y^= g>(oD), der dieser Gleichung genügt, heißt 
partikuläre Lösung von (3). 

Es gibt unendlich viele partikuläre Lösungen. Um dies zu zeigen, 
wollen wir den Größen y^, y^, y^, ..., y^^i willkürliche Werte 
beilegen. 

Aus (3) ergibt sich für ä? = 0, 1, 2, 3, . . . das System der 
Gleichungen 

Seliwanoff, Differenzenreohnimg. 5 
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(4) 



y«=/"(o, 


Vo, 


Vu 


y%) '••> y«— 17> 


yn+^-f{h 


Vu 


Vi, 


%>•••» y„)> 


y»+« - m 


Vt, 


y», 


»4, •••,. K+l)> 


y»+5=r(3» 


» • 


Vi, 

• • 


Vi) '"> y«+j)> 



aus welchem y^, Vn-^-v yn-\-%f J^n+s^ • • • sukzessive berechnet werden 

können. Es hat aliso y^ einen ganz bestimmten Wert für ganze 

positive X, sobald y^, y^, y%, ---) J/„_i gegeben sind. Man kann also 

schreiben 

(5) y,= F(x, j/o, yt, ^2, . . ., »,_i). 

Die Wahl der Anfangswerte y^, y^, V^y-f Vn—i ^^^ °^"' einer 
Bedingung unterworfen: es sollen alle Gleichungen des Systems (4) 
einen Sinn haben. 

Es ist möglich, daß die Funktion 

einen bestimmten Wert erhält fiir x'^a und für beliebige Werte 
von y^y y^^„ y„+,,..., y^+«.r 
Dann besteht das System 

ya+n + 2=f{^ + ^> Va^V Va-^-V Va+^f " ' > ^a+n + O^ 



(6) 



Daraus folgt die Relation 



für x^a. Hier ist die Differenz x — a gleich einer ganzen posi- 
tiven Zahl. 

In den Formeln (5) imd (7) sind y^, y^, y^, ..., y^^i oder 
ya> Va+v Va+v "' ^a+n-i willkürUchc Konstanten. 

Jede Lösung der Gleichung (3) von der Form 



(8) 



y^=i>{x, Ci, (7„ q,, .... c„), 



die n willkürliche Konstanten enthält^ heißt allgemeine Lösung^ 
wenn es möglich ist, die Gleichung (8) in die Form (5) oder (7) 
zu bringen. 



Erstes EapiteL Allgemeines über Differenzengleichungen. 
Zu diesem Zweck maß man aus dem System 

t/i = ^(l, Gl, Ca, ..., (7„), ya+i = t(a+l, 
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J/„_i-=^(w-l, Ci, Ca, . . ., CJ, 



Ci, Ca, . . ., (7„), 



^ya+«-l=^(«+*^--l^^l^ C^2, ...; C^J 



die Konstanten C^, Ca, . . ., C^ durch y^, t/p 3/2; • •? y„_i oder durch 
y«' J^a+i^ »a+s^ • • -^ »«+«-1 aiisdrücken. 

Man nennt die willkürlichen Konstanten C^, Cg, . . ., C„ wesent- 
lich, wenn das System (9) oder (10) in bezug auf diese Konstanten 
lösbar ist. 

Allgemeine Losung von (3) ist also eine Losung, die n 
wesentliche Konstanten enthält. 

Aus einer allgemeinen Lösung lassen sich viele andere ableiten. 
Es genügt in (8) 

(Ä= 1, 2, . . ., n) 
zu setzen. Die Koeffizienten a^^^ sind nur einer Bedingung unter- 



worfen, daß die Determinante 



a 



kh 



(k = ly 2, . . . , n; Ä = 1, 2, . . . , n) 



nicht verschwindet. In diesem Falle lassen sich c^, c^, . . . , Cn durch 
Gl, Ca, ... , Cn ausdrücken. 



48. Eigenschaften der linearen Differenzengleichungen. 

Eine Gleichung von der Form 

(11) y^+n + Piy.+n^l+P2y^+n^2 + "'+Pn^iyx+l + Pny.= Q. 

heißt lineare Gleichung. Die Koeffizienten p^, Pa;---) Pn—v Pn 
und das letzte Glied Q^ sind gegebene Funktionen von x. Wenn 
wir Q^ durch Null ersetzen, so entsteht die entsprechende 
homogene Gleichung 

(12) y.+n+Piy^+n^i+p^y.+n-^i+'-'+Pn^iyx+i+Pny.-^' 

Die Gleichung (11) heißt eine vollständige, wenn Q^ nicht 
gleich Null ist. 

Es sei Tx eine partikuläre Lösung von (11). Wenn man in 
die linke Seite dieser Gleichung 



(13) 

einsetzt, 80 findet mau 



y«'=^.+«. 
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Die erste Zeile ist nach der Yoranssetzung gleich Q^. Daraus 
folgt, daß der Ausdruck (13) der vollständigen Gleichung genügt, 
wenn I3x eine Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung (12) ist. 

allgemeine Lösung von (12) ist, dann ist 

y^= Y^+ (p(x, C^ Cg, . . ., 0^ 

allgemeine Lösung der vollständigen Gleichung (11). 

Lineare homogene Gleichungen besitzen folgende bemerkenswerte 
Eigenschaften: 

1. Wenn z^ eine Lösung von (12) ist, so ist auch Cz^ 
eine Lösung. Dies folgt aus der Relation 

= c^(^,+„ + Ä^*+n-i + Ä^.+„-2 + • • + p,z,y 

Hier ist G eine willkürliche Eonstante. 

2. Wenn ^^^) und ;SfJ^) Lösungen von (12) sind, so ist auch 
^ a) -f- jef^2) eine Lösung, weil 

+ {^?Xn + P^'^U-X + ä4'|„-. + • • • + Pn'f>) 

ist. 

Aus diesen Sätzen folgt der wichtige Satz: 

3. Sind z^\ z^\ . . ., jer^*») verschiedene Lösungen der 
linearen homogenen Gleichung, so ist auch 

(14) y,= C,zW + C,0^) + ■■■+ 0^4"^ 

eine Lösung. Hier sind C^ (7^, ..., Cn willkürliche Konstanten. 
Wenn dieselben wesentlich verschieden sind, dann ist der Ausdruck 
(14) allgemeine Lösung ^von (12). 

In Nr. 47 haben wir gesehen, daß eine Differenzengleichung eine 
Funktion definiert, wenn die Anfangswerte gegeben sind. Um n 
partikuläre Lösungen zu bilden, genügt es, n Systeme von Anfangs- 
werten anzugeben 
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(15) 






Wenn die Determinante^ die aus diesen Elementen gebildet ist^ 
nicht verschwindet; dami sind im Ausdruck (14) die Konstanten 
wesentlich verschieden und die Formel (14) ist wirklich allgemeine 
Lösung der Gleichung (12). 

Wir bekommen abo den Satz: 

Die allgemeine Lösung einer linearen homogenen 
Gleichung ist eine lineare homogene Funktion der will- 
kürlichen Konstanten. 

Es war bei dem Beweise dieses Satzes vorausgesetzt; daß die 
Koeffizienten der gegebenen homogenen Gleichung einen Sinn haben 
für ganze positive x. 

Wenn aber wir nur behaupten können ; daß Pi, P2> - - -) Pn ®^^' 
liehe und bestimmte Werte haben für x'^a, dann ist das System (15) 
durch das folgende 



(16) 



a ' a+1' ' a-f-n — 1' 






a-\-V ' 



• • ; 



zH 



ZU ersetzen. •- 

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen gehen wir jetzt 
speziellen Gleichungen über. 



zu 



Zweites Kapitel. 
Lineare Differenzengleichnngen erster Ordnung. 

49. Homogene Oleichung. um die allgemeine Lösung der 
Gleichung 

zu bilden ; geben wir der Ghröße y^ einen beliebigen Wert. Aus 
(1) folgt dann 

Vi ==" Avot 
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Weil j/q willkürlicli ist; kann man schreiben 

(2) y^^C'ÄQ'Ä^'A^ "A-v 

wo C die willkürliche Konstante ist. Das ist die gesuchte Lösung. 
Wir werden voraussetzen; daß in (2) keine der Größen A^, A^, 
A^y ..., Ax—i gleich Null ist. Sonst hätten wir die evidente 
Lösung y^ = 0, die kein Interesse bietet. 

Wenn für alle x'^a die Funktion A^ einen endlichen^ be- 
stimmten und von Null verschiedenen Wert hat, dann ist die 
allgemeine Lösung unserer Gleichung 

(3) y^^C'Aa'Aa+i'Aa+2 ... Aof^l. Cv •, ^ ' * 

50. VoUst&ndige Oleichnng. um die Gleichung 
aufzulösen, setzen wir 

(5) y^=w«-«?x, 

wo Ux und Vx neue unbekannte Funktionen sind; eine derselben 
wählen wir so, daß die Gleichung für die andere Funktion möglich 
einfach sei. 
Da 

ist; so nimmt die Gleichung 

Uz+l ' Vx+1 — AxUxVx = Bx 

die Form an 
oder 

(6) (Wa.4.1 — AxUx)Vx + Ux+l • £^Vx = Bx. 

Wenn Ux eine partikuläre Lösung der entsprechenden homogenen 
Gleichung (1) ist, dann erhalten wir die Gleichung 

Ux+f^Vx'^ Bx, 

die Vx bestimmt. Es ist 
und folglich 

Aus der Betrachtung in Nr. 49 folgt, daß man 

Ux = A^A^A^ . . . Ax^i oder Ux = AaAa^i . . . A-i 
setzen kann. In diesen partikulären Lösungen ist Uq = 1 oder w« = 1. 



/ 
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51. Beispiele. 1. Es sei die Gleichung 

gegeben. Hier ist Ax = 3, Ä? = o^y 

A^ = A^ = A^ = . . . = -4«— 1 "^T *5;. 

M« = 3«, 



Die Formel 



-'-y.TSr. + C 



^3«^+ 



hat verschiedene Werte, je nachdem a = 3 oder a ^ 3. 
Wenn a von 3 verschieden ist, dann ist 

(-Y 

8 
und folglich 



a* 



Wenn aber a =« 3 ist, so ist 
tind 1 

y^=C.3- + i^.3-. 
2. Wenn wir die Gleichung 

^«+1+ 3a? + 7^a;""(3Ä + 4)(3a? + 7) 

nehmen, so ist 

. _ 3a;+l Tj _ oj 



3a;4-7 * (3a; + 4)(3a?+7)' 

. .V 1 4 7 10 8a; — 5 3a; — 2 
^' ^ ^ 7 10 13 16 305+1 3a; + 4 

1-4 



B 






2?(- 1)» ■ « = ^a; .-A ^ = - ia;(- 1)-- i2;(- 1> 



Folglich ist die allgemeine Lösung dieser Gleichung 

y»^ ^ ("" ■^)* * (3a; + 1) (3a; + 4) ' ^ + U ^ ""4/ ' (8ä;+l)(3a; + 4)* 
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3. Als letztes Beispiel wollen wir noch die Gleichung 

auflösen. Es ist : ^^ 

7 9 11 /^ 2i + ö' 
* 18 6' 2«—! 

i A i- 3a!-2 ^ (2a! + 1) (2« + 8) (2« + 6) 
4 ■ 7 'lO" 3« + l "~ 16(8«+!) ' 

K 16 

«♦«+1 (2j! + 8)(2« + 6)(2» + 7)' 

1 = 1 V- ^ 



2. 



(2x + ^){2x + 6){2x + 7) 8^ 



1 



(-+i)('+i) 






16/ I 8\/ I ß\ 4 (2« + 3) (2a; + 5) 



^ (2a;+l)(2a; + 3)(2a;-f-6) ^__£ 2a; + l 

(Vgl. Markoff, A. A, Differenzenrechnung, S. 156 — 158.) 
Jetzt wollen wir die Anwendungen der Gleichungen erster 
Ordnung zeigen. Die Koeffizienten verschiedener Entwicklungen 
genügen Differenzengleichungen. Die Auflosung derselben führt 
zur Bestimmung der Koeffizienten. * Als Beispiel nehmen wir die 
binomische Entwicklung und die Entwicklung von cos xt nach Potenzen 
von cos t 

62. Die binomische Bntwicklimg. Das Produkt von x Faktoren 

hat die Form d + ^) d + • • • d + 

(1 -f. ty= 1 + A,t + BJ^+ C,fi+-+ H^t'-^+KJ'. 

• • • • t • 

Der letzte Koeffizient ist gleich Eins. Die Funktion 

Äge hat einen Sinn för x'^l, 

Jjx ff ff ff ff X ^ Zf 

^X ff ff ff >} *^ ^ ^9 



Die Anfangswerte eind 

Nach Multiplikation mit 1 + ^ findet man 

(1 + «)«+! = 1 + (1 + ^)< + (4,+ B,)t' + (B, + C,)i? + 

• ••-f (fl, + jr,)<«+Ä-.<«+^ 
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Anderseits iist 

(1 + ^)*-f 1 = 1 + A,_^j + B^+ii^ + C^+it^ + . . . 

Daraus folgt 

-B«+i= Sx + Äx, 

Gr+1= Cx + Bx, 



Kx-{.i == Ä'jp + Hx. 

Die Auflösung dieser Gleichungen gibt 

Äx= 21 = X + C] es ist c = 0, weil -4^ = 1 ist. 

Aus der Bedingung ^^ = 1 folgt c = und 

Oa:— -^^a: j^T^Ts T ^• 

Die willkürliche Konstante c ist = 0, weil Cj = 1 ist. 
In dieser Weise erhalten wir die binomische Entwicklung 

a?(a;-l)(a;-2)...[a;~-(a?~l)] 
"*■ 1-2-3...Ä 

Der letzte Koeffizient ist gleich Eins^ wie es auch sein sollte. 

53. Bütwicklniig von cos x t nach Potenzen von cos f. 

Nach der Moivreschen Formel ist 

(cos ^ + i sin ty == cos xt + i sin xt 

Der Vergleich der reellen Teile beider Seiten dieser Gleichung 
ergibt 

cos xt = cos*^ — ^^f "I ^ sin^^ • cos*— ^^ 



+ -^^ — -i \ o V ^ siii^ • cos*-*^ — 



Wenn man die geraden Potenzen von sin t durch cos i ausdrückt^ 
so findet man eine Gleichung von der Form 

cos xt == Ax cos*< + Bx cos*-*< + Cx cos*"*^ 4- ... 
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Es sollen die Koeffizienten Ax, B^^ C^, ... bestimmt werden. 
Der Kürze halber wollen wir cos t mit u bezeichnen. In der 
Entwicklung 

hat die Funktion 

Ä^ einen Sinn für x^\, 

Bx 9> ;; » ^^ ^f 

-i^x }f ff ff X^ D, 



Aus der Formel cos i^^Ä^u folgt, daß Ä^^l ist Um die 
übrigen Anfangs werte zu bestimmen, genügt es, in den Formeln 

cos 2t = A^u* + B^f 

cos 4^ = A^u^ + JB^M« + C^, 

cos 6t = A^u^ + J?eM* + CßM* + De 



< = — oder u = zu setzen. Man findet 

x>2 = — 1, t/4 == 1 , X/0 = — 1 , . . . 

Aus der Relation 

cos (x + l)t + cos (x — 1)< = 2 cos t • cos xt 

folgt die Identität 

Ax+iu'+^ + (Bx+i + Ax^i)u"^ + (Cx^i + J?x-i)w*-' + • • • 

= 2^a:W*+i + 2BxU'^''^ + 2C;,w*-» + • • • 
Der Vergleich der Koeffizienten führt zu den Differenzengleichungen 

^+1-2^=0, 
Bx+i— 2Bx^ — Ax^if 

Gx+l — 2 CsB == — Bx — lf 



Diefe Gleichungen vereinfachen sich, wenn man neue Funktionen 
einführt. 

Wenn wir setzen 

Ax = 2*-^ . Ux, Bx=- 2'-» • hxf Cx = 2*-5 . c,, . . ., 



so finden wir 



aa.+i— ax= 0, 
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Die Anfangswerte sind 

fl^i = ±f Oj ^= ^ f C^ *= ^ f Ctra =^ Ä^ • . • 

Aus der ersten Gleichung folgt; daß ax konstant ist; da aber 
a^^ 1 ist; so ist 

aa:= 1 und -äa;=2*~^ 

Die zweite Gleichung gibt 

Weil 62 ==* 2 ist, so ist c «= 0, 

bx^x und B,*= — 2*-'-a:. 

Die weiteren Rechnungen sind 
c,- 27(rc - 1) = ^ ^ '- + c, 

32 , . 

(a;-l)(a?-2) ^ 
^ _ ^^r (^-2)(a;~3) ^n _ (a;~2) (a?~3)(a;~4) 

«*- ^ L rr2 -^J ~ TTTs ^ "^ ^' 

2 = ^-6 + ., c=»4, 

_ (a;-8)(a;-4)(a;-6)(a?-6) (a;-6)(a;~6) 
~~ 1. 2-3-4 1-2 

g 6.4.3.2 3-2 (. 



+ C, 



(a?~3)(a;~4)(a;~6)(a;-6) (a; -> 6) (a; - 6) 
1.2.3-4 1 -.2 



+ C, 



'*^L 1-2.34 1-2 J 

_ (a;-4) (g-S) (a;-6) (x- 7) (a;~8) (a;- 6) (a?~7) (a; -8) 
"" 1-2.3-4.6 1.23 

Q _ 6-5.4. 3-2 4-3-2 , __ ^ 

^"■l-2-3-4-6'~iT2:^ + ^' ^-^' 

j, ^ (a;~4)(a;--6)(a;-6)(a;-7)(a;-8) __ (a; - 6) (a; - 7) (a; - 8) 
'*~ 1-2- 3. 4. 6 .1-2. 3 



Die gefundenen Ausdrücke für Cx, dx, ßx^ fx lassen sich ver- 
einfachen. Es ist 



0, 
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2 ' 



^'=(l-f)(l-|)-l=^ 

d,= (,;_4).[(l-|)(l-|)-l]=.^(*-*)(*-'^) 



9 



1-2-8 

(« — 5)(a;— 6) r/^ ^\ /i ^\ i1 rc (a? — 6) (o; — 6) (a: — 7) 



[(i-|)('-t)-i] 



^* 12 L\* 3/ V* 4/ *J 1.2.84 

(rc — 6) (o; — 7) (05 — 8) f/^ « \ /i a? A 1 1 « (aJ— 6) (a;— 7) (a;-8) (a?— 9) 



f.- "'-"f7.r'" [('-f)('-f)-'l° 



1-2-3-4Ö 



Die gesuchten KoeMzienten haben also die Werte 

T)^__o*-7 g(a?-4)(a;--5) ir =, Ox-9 a;(a; - 5) (x ~ 6) (a; - 7) 
' ' 123 ^ * ' 12. 3- 4 ' 

^ __oa:-ii a?(a;^6)(a;-7)(a;^8)(a;-9) 
* * 12.3.4.6 ' ' " 

P. L. Tschebyscheff hat bemerkt^ daß die ganze Funktion 
^ten öiades 

/*(«*) = ^r:^ = W* + ÄW^-^ + i?2W*~^ +•••+ i>a:-^^ 

im Intervall (—1, +1) weniger von Null abweicht, als jede 
andre ganze Funktion von derselben Form: 

(p(u) = w, + iiU'-^ + &w*""* H h q^^i^ + 2^. 

(Oeuvres de P. L. Tchebychef, t. I, p. 295—301. Vgl. J. Ber- 
trand; Traite de calcul differentiel et de calcul integral, t. I, 
p. 512— 521.) 

Die Abweichung von Null ist der größte absolute Betrag 
einer Funktion. Wenn z. B. 

\F{u)\£Ä fQr a<u<b, 

so ist Ä die Abweichung von Null der Funktion F(u) im Intervall (a, h). 
Die Abweichung von Null der Funktion 

f(u) = -j—i cos (x arc cos u) 

Ja 

im Intervall (— 1, + 1) ist gleich ^_^ - 

Wir wollen voraussetzen, daß im Intervall (—1, +1) die 
Funktion y(w) weniger von Null abweicht, als /*(t«). 
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Für 

'XX X 

ist 

^ I« 2« (a? — 1)« w 

W = 1, cos ^— ; cos — y • • • ; COS ^^ —} — 1, 

' X . X X ' 

Wenn wir der Kürze wegen die Bezeichnung einfiihren 

Wji= cos — y (Jc = 0, 1, 2, . . ., rc), 
SO bestehen nach onsrer Yoraussetztmg die Ungleichheiten 

/'K)-yW>0; /"(%)- yK)<0, AW2)~9(W2)>0, ... 

In jedem der Intervalle 

(«0, Wi), (Wi, Wa); • • •? (^x^u Ux) 

hat die Qleichung f{u) — (p(u) =^ mindestens . eine Wurzel und also 
im Intervall (—1, +1) mindestens x verschiedene Wurzeln. Dies ist 
aber unmöglich^ weil die ganze Funktion 

f(u) - <p(u) = (p{^ «i)w*-^ + O2 - &)«**~^ +'" + (j?x-qx) 

den Ghrad x — 1 nicht übersteigen kann. 

Damit ist also der Satz von Tschebyscheff bewiesen. Diesen 
Beweis verdanke ich einer mündlichen Mitteilung von Herrn 
A. A. Markoff. 

(Vgl. Lacroix^ Trait^ du calcul diffi^rentiel et du calcul integral. 
Nr. 1052— 1054.) 

Drittes Kapitel. 
Lineare Differenzengleichnngen mit konstanten fioefflzienten. 

64. PartUnüftre Lösungen der homogenen Oleichnng. 

Um die Lösungen der Gleichung mit konstanten Koeffizienten 

(1) ... " y^+n + Piyx+n-l+P^y.+n^^ + ^'+PnVx-^ 

ZU finden^ werden wir in die linke Seite dieser Gleichung einsetzen 
(2) y^-a^'^xy 

wo Ux eine ganze Punktion w**^ Grades ist. 
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Mit Benntzimg der Formeln 




w (w — 1) 



.t? 



y;r+«=«'^"*'"(«*^+^^^*+ 1-2^^"^^^+ •• + ^"^^ 



) 



findet man als Resultat dieser Substitution dijb Identität 

+ a*+^ [wa«-i + (« — l)j!>iO"-* + (« — 2)1)80''-» H h i)„_j] A m, 

+ o«+»[m(»-1) a«-*+ (n-l)(n-2)j)ia"-* + («-2)(n-3)i),o"-*+- • •+ 2i)„ 



A*M. 



— sJ 1 . 



2 



A"» 

+ 0*+« •♦»(«— 1)(» — 2)-2-l- ^.3 '„ • 

Zur Abkürzong woUen wir die Bezeichnimg einfahren 
(3) /•(«) = «»+ j)i«»-» + i)g««-» +••• + i)„. 

Die gefandene Identität nimmt dann die Form an 



(4) 



= a' ■ f(a) ■ M, + o*+i • /•'(«) . A«;, + a'+» • f"(a) 



1-2 



+ 



Unter « ist hier o*«, zu yerstehen. 

Die rechte Seite von (4) verschwindet, wenn a eine Wurzel der 
Gleichung f(j!i) == und w« = 1 ist. Eine partikuläre Lösung von (1) 
ist dann a^ 

Wir wollen voraussetzen, daß a eine X;- fache Wurzel der Gleichung 
f(ßi) = ist. Die rechte Seite von (4) ist dann 



a 



,a^+*. 



A*ti 



A'+^u 



...+ o«+«. /•<")(«) -iTäTrS- 

Dieser Ausdruck ist gleich Null, sobald Ux eine ganze Funktion 
vom (1c — 1)*«^ oder niedrigeren Grade ist. Wir setzen 
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Wa?= 1; 



«^0 = 0, Awo = 0, AX = 0, ..., i.2...(feli) = l' 
Dann ist 

Wx =1^ War = ^, Wjp = ir(iC — 1), ... 

Ux == x{x — l)(a; — 2) ... (a; — * + 2); 

wir haben also Je partikulare Lösungen von (1) 

a*, a'^'X, a''x(x-^l), , . ,, a^'-x^x — 1) . . . (x — h + 2). 

In Nr. 48 war es schon gezeigt^ daß den partikulären Lösungen 
einer linearen homogenein Qleichung ein konstanter Faktor hinzu- 
gefügt werden kann. Deswegen kann man die gefundenen partikulären 
Lösungen durch die folgenden ersetzen 

a*, rca*--^, x(x — l)a*""*, . . ., x{x —l),..(x — 1c+ 2)a*-*-^ 

um diese Lösungen zu bilden^ genügt es^ die Funktion ^ zu 
nehmen und (k — 1) sukzessive Ableitungen nach t zu bilden und 
in den Resultaten t durch a zu ersetzen. 

55. Allgemeine Lösung der homogenen Olelchnng. Bei 

der Auflösung der Gleichung 

werden wir zwei Fälle unterscheiden: 1. die entsprechende algebraische 
Gleichung 

f{^) == ^ + i>i^'*-^.+jP8^-^ + • • • + j>„_i^ + i>n = ^ 

hat verschiedene Wurzeln und 2. die Gleichung f(0) = hat gleiche 
Wurzeln. 

Wenn wir im ersten I^alle die Wurzeln mit 

bezeichnen, dann sind nach Nr. 54 

partikulare Lösungen von (1) und nach Nr. 48 genügt 
(5) y,-C7iaJ + (73af+C3a- + ...+ Cna- 

der Gleichung bei willkürlichen Werten der Konstanten 

^V ^2» ^8> • • •; ^«* 
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um zu beweisen, daß der Ausdruck (5) die allgeiueine Lösung 
ist, genügt es zu zeigen, daß C^, Cg, . . ., C„ sich durch willkürlich 
gegebene Werte y^, ffi, y^y • • •; y„_i ausdrücken lassen. 

X7m das System 

Vi = ^lö^i +^^02 + GjOj + h C„a„, 

j/2 = C,aJ +C2a| +C^a\ +...+ (7„aJ, 



(6) 



.yn_i == c^i^r '+ ^2«r '+ ^8«r '+ • • • + c^««r ' 



aufzulösen, werden wir die Gleichungen des Systems mit unbestimmten 
Faktoren q _j, 9.n—v ^n—v ' ' "> 2o multiplizieren und dann addieren. 
Das Resultat nimmt die Form an 

(7) { 

wenn man die Bezeichnung 

(8) (p{0) = äo^~'+ 2i^"' + - • • + 2„_i.^ + ?„^i 

einführt. 

Um Cj zu bestimmen, werden wir ffo; 2i; • • • ?n— i ®^ wählen, daß 

wird. Es ist in diesem Falle 

^^^^ ~~ («i-a^Xai-a») • • • («i-«n) 
imd die Relation (7) gibt 

Ol = q^^^Vo + q^^^Vi + • • • + «oy„-r 

In derselben Weise lassen sich C^, Gj, ..., C« durch y^, y^, 
y»; •••^ Vn-i ausdrücken. 

Damit ist also bewiesen, daß der Ausdruck (5) wirklich all- 
gemeine Lösung von (1) ist. 

Jetzt wollen wir voraussetzen, daß 

gleiche Wurzeln besitzt. 

^ In allen einzelnen Fällen ist die Beweisführung dieselbe. Des- 
wegen genügt es, nur einen Fall zu betrachten. Wir werden voraus- 
setzen, daß 

f{d) = (jer - ai)»(^ - a^){e - ag) . . . (^ - a«) 
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(10) 



ist und daß die Zahlen o^, a^, a^, ..., a„ yoneinander yer- 
Bchieden sind. 

Da wir n partikalare Losungen yon (1) kennen (Nr. 54), so 
genügt der Aasdrack 

nnsrer DifFerenzengleichung. Es ist noch zu zeigen, daB das System 
fy„_i = Ci«r' + Ci(»-l)aJ->+ C,(n-l)(»-2)a»-» + C,o»-i + + 0„a;-S 
!'«-» = ^i«^~' + C'»(«-2)<^-» + C,(M-2)(«-3)a--* + C,a»-»H- • -^^„a;-«, 



(9) 






y^-G^a^ +C,-1 +08-0 

in bezug auf (7^, C^j . . ., Cn lösbar ist. 

Wenn man die Gleichungen (10) mit q^j äi, ..., in^^^ 9'«— i 
multipliziert und zusammenaddiert^ so findet man 



(11) 



Hier ist 

um (7x zu bestimmen, genügt es, die Koeffizienten 9o' ^i; * • -^ 
2n-2' «n-i ^^ 2;u wählen, daß 

yK) = 1 j 9^'K) == 0; 9"(«i) = 0, ^(aj = 0, . . . , 9 (a„) = 0. 
um die Gleichungen 

y(aj = 0, (p{a^) = 0, . , ., 9)(an) = 

zu befriedigen, genügt es, zu setzen 

(12) q>{z) = {z- a;){z - Og) . . . (^ - an)if{z\ 

wo ilf{z) eine willkürliche Funktion ist. 
Aus (12) und aus den Bedingungen 

9>K) = 1; y' («1)7=0, y"(ai) = . 

folgen die Werte für ^(aj, ^'(«i), ^"(«1). Die Funktion vom 
niedrigsten Grade, die allen diesen Forderungen genügt, ist 

9>(^) = (^ - aJC^ - »5) ... (^ - a„)[^(ai) + (;8f - ai)^'(aj 



+ 



Seliwanoff, DifFerexueeBredmimg. 



(«-«i)\/.ff 



12 



V{a,)l 
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. In derselben Weise lassen sich die Konstanten C2 und C^ durch 
Voy ViJ '"> Vn-i ausdrücken. 

Um C^ zu bestimmen^ genügt eS; zu setzen 

Ebenso lassen sich die übrigen Konstanten Cg, Cg, ..., C« 
bestimmen. 

Damit ist also bewiesen, daß (9) wirklich eine allgemeine 
Lösung der vorgelegten Differenzengleichung ist. 

Durch die Einführung andrer willkürlicher Konstanten kann 
diese Lösung eine einfachere Form annehmen. Da der Ausdruck 

(7i + C^a-^x + C^a-^x{x - 1) 

eine willkürliche Funktion 2^^ Grades ist, so kann man ihn durch 
A^ + A^x + A^x^ ersetzen. 

Wir bekommen die folgende allgemeine Lösung unsrer Gleichung 



(13) 



y* = (A + ^a; + A^)«i + C'^ol + • • + C^al- 



In allen Fällen gibt es also solche n Losungen u^'), u'-*'^, . . ., «("> 
der gegebenen homogenen Gleichung, daß man das System 



y„_i = C.u^U + C,u<^l, + ■■■+ C„«(1x 

in bezug auf C^, Cg, ..., Cn auflösen kann. Deswegen ist die 
Determinante 



(14) 



M« «W ... mW 
mW mW ... m(«) 



<lx <*Lx . • • «^li 



von Null verschieden. 

Als Beispiele wollen wir einige Gleichungen mit ihren allgemeinen 
Lösungen angeben. 



« 



/ 
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56. Oleichnngen mit reellen Koeffizienten. Wenn alle 
Koeffizienten der Gleichung 

y.+« + PiVx^n^i + i>2y.+«-2 + • • • + i?,y, = 

reell sind^ so kann man verlangen^ daß in der allgemeinen Lösung 
keine imaginären Größen auftreten. 

Wir werden voraussetzen; daß die entsprechende algebraische 
Gleichung 

^ + i>i^~^ + i>2^~^H hi>„= 

eine dreifache komplexe Wurzel hat^ die wir mit a^ bezeichnen. 
Nach einem Satze der Algebra hat diese Gleichung eine dreifache 
konjugierte Wurzel, die wir mit a^ bezeichnen. Die übrigen Wurzeln 
Of, ag, . . . , an sollen reell und voneinander verschieden sein. 
Die allgemeine Lösung unsrer Gleichung ist 

Wenn 

»1=9 (cos a + i sin a) 
gesetzt wird, so ist 

a^= Q (cos a — f sin a), 

aj == 9* (cos xa + i sin xa)j 

aj = 9* (cos xa — i sin xcc). 
Deswegen ist 

(Gl + G^x + C^a^)al + (C^+ C^x + G^a?)al 
- \iPx + C%^ + f^8^') + (C^4+ C'ö^ + C^6^')]p' COS aa: 
+ [(Ci + ^^2^ + Q^O* - (<?4+ <?6^ + CßÄJ^Xl 9* sin ax. 
Wenn man neue Eonstanten einfährt 

A^C^+C^ A,^C^+C,, ^=C3+Ce, 
so erscheint die allgemeine Losung unsrer Gleichung in der Form 
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y^= Q^' [(-4 + A^x + A^cc^) cos xcc + (B + B^x + B^x^) sin a?a] 

die keine imaginären Größen enthält. 
Beispiele: 

y,= 2-[^cos(^¥)+Bsin(^¥)} 

y^= Gl cos (rc|) + G^ sin (a?|) + O3COS (^^ + C4 sin(a;^). 

&7< VoUst&adige CHelchnng. Um die Losung der voll- 
ständigen Gleichung 

(15) y^c+n+Piyx+n-i+Piy.+n-i+'^+Pny.-Q. 

zu suchen^ werden wir voraussetzen^ daß die Lösung der entsprechenden 
homogenen Gleichung 

schon bekannt ist. Es sei die allgemeine Lösung dieser Gleichung 

Statt der willkürlichen Konstanten werden wir unbekannte 
Funktionen von x einfuhren^ und der Ausdruck 

(16) y^ = q»)„(i) + Cf(*)„W + . . . + cw«w 

soll der vollständigen Gleichung genügen. Eine Bedingung haben 
wir zu erfüllen und n Funktionen zur Verfügung. Deswegen können 
wir n ->l neue Bedingungen einführen. Lagrange wählt dieselben 
so, daß y^x^y y«4.2> • • •; y^+n— 1 dieselbe Form haben sollen, als ob 
die Cx Konstante wären. 

Da CxJ^i == Caj + AC« ist, so finden wir das System von Gleichungen 
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Diese Formeln gelten, wenn die Funktionen Cx den Bedingungen 
genügen 



K'^i '^Gf>+u^^\, .ACW+... + M^)^^ .AC(«)=0, 



(17) 



mW, 



2 + 2 






^ «-f-« — 1 X oj-f-n^-l X • • x-\-n — 1 x 

Es ist 

+ «?;„• ^c^«+«o.)^„.Aq«)+... + «^;„.ACw, 

und es kann nicht mehr y^ . ^ dieselbe Form haben, als ob die Gx 
konstant wären. 

Wenn wir die Werte y^, y^^^, y^_^^, . . ., y^_^^ in die gegebene 

vollständige Gleichung einsetzen, so fallen die Glieder mit C^^, 
C^\ . , ., Gj^^ weg und es bleibt die Gleichung 

(18) «(i)^„.Ac;(i)+ «S'V„-^c;i'>+ ••• + «^;„-AOw= q^. 

Aus den n Gleichimgen (17) und (18) mit den n Unbekanuten ^G^\ 
AO^*), .... A(7^") lassen sich dieselben bestimmen, wenn die Determinante 



F{x)^ 



«i^^t «?ii 



«?;i 



«1?;, «^4-« • • • ^':^^ 



«^n «^i. • • • «s*;« 



von Null verschieden ist. 

Wir haben schon gesehen (Nr. 55), daß die partikulären Lösungen 
u^^^y u^^\ . . ., M^J*) der homogenen Gleichung so gewählt werden können, 
daß die Determinante 



F{- 1) = 






«1«) 



«w 



uf> ... «W 



mW , M(f > . . . mW , 



nicht gleich Null ist. 
Aus der Relation 

folgt, daß 
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Fix) 



«^1 



X-f-1 

x-\-2 






»x+n — l 



«+« — 1 









weil man zu den Elementen der letzten Zeile die Elemente der vorigen 
Zeilen^ resp. multipliziert mit p^y p^, . . ., p„_i, addieren kann. 
Es bestellt also die Relation 

F[^x)^±p^.F(x--l), 

Wäre F{x) = 0, so müßte auch F(x — 1) = sein, weil p^ nicht 
Null ist. 

Aus denselben Gründen wäre auch 

F{x-2)^0, I(x-S) = 0,..., F(-1) = 0, 

was aber nicht der Fall ist. 

Es ist also bewiesen, daß F(x) nicht Null ist. Die Gleichungen 
(17) und (18) sind lösbar. Man findet 

X X ' X X f * X X • 

Die Summation gibt Resultate von der Form 
Demnach ist die Lösung der vollständigen Gleichung 

X X X X XX 

Es ist die allgemeine Lösung, weil die Determinante (14) von 
Null verschieden ist. 

Diese Methode von Lagrange heißt Variation der will- 
kürlichen Konstanten. (Lagrange, Oeuvres, t. 4, p. 156. Recherches 
sur les series recurrentes.) 

Als Beispiel nehmen wir die Gleichung 

yx-^2-^yx+i+^yx=^' 



Wir setzen 
Es ist 



wenn 



ist. 
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Es wird y^ der Gleichung genügen^ wenn außerdem 

X ' X 

ist. Daraus folgt 

« 6 ' «30 \6/ 

Die Suiumation gibt 

Die aUgemeine Lösnng nnsrer Gleichung ist abo 

58. Man kann noch in einer andern Weise von der Lösung 
der homogenen Gleichung zur vollständigen (15) .übergehen. Es 
genügt; eine partikuläre Lösung der vollständigen Gleichung zu 
kennen (Nr. 48). Wenn das letzte Glied 

ist; wo Vx eine ganze Funktion ist; dann ist es leicht; eine solche 
Lösung zu finden. 

Wir setzen ,, 

wo Ux eine ganze Funktion ist; und führen diese Größe statt y^ in 

die vollständige Gleichung ein. Vermöge der Identität (4) findet 
man die Gleichung 

af'fia) ' Ux+ a*+^ • f(a) • Aux+ a'^+^-f'^a) • y-|- + • • • 

. . . + a^ + « . f(n) (a) . 5-2^ = a^'Vxr 

die zur Bestimmung von Ux dient. 

Der Faktor a* kann gehoben werden und es wird diese 
Gleichung die Form annehmen 

(19) /-(a) .w, + ar(a) •Aw, + ar'(a) . ^+- • •+aY^'*Kö^) • rrg^ 
Wenn a keine Wurzel der Gleichung 

ist; dann ist Ux von. demselben Grade wie Vx- 



i 
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Es sei 

x(x—l){x — 2).,.{x^m-\-i) , xix — l) .. .(x — in-\- 



1.2.3...m ^1 1.2.3..,(m-l) 

, nj(a; — l)...(a; — w + 8) , ,' a;(a; — 1) , , 

+ "» l-2...(m-2) + ■■• + '^-*^-^ + '^-^^+ <^> 

_ „ a!(x — l)(a! — 2)...(a! — w + 1) , „ a!(a!— 1).. .(«! — m + 2) 
*'*"~Po l-2-3...m ^f*! l-2.8...(m-l) 

, j a!(a!-l)...(a;-m + S) , „ x(as-l) , ^ „ i /» 

+ ^2 1.2...(m^2) +••• + /»m-s ^72- + P"-i* + '*•»• 

Die Zahlen |3 sind gegeben und die « werden gesncht. 
Ans (19) findet man durch den Vergleich der Koeffizienten 

ai/"(ö) + aoO/"'(«) = ßi> 
«3/-(o) + a,af'(a) + a^f^ + ayf^ = ft 



Da f(a) nicht Null ist; so bestimmen sich sukzessive die Zahlen 

^0^ ^19 ^f ^f • • • 

Wenn a eine J fache Wurzel von f(/) = ist, so nimmt die 
Gleichung (19) die Form an 



Die linke Seite dieser Gleichung ist eine ganze Funktion 
^ten (Jrades, wenn Ux vom (h + m)**^ Grade ist. 
Man kann setzen 

x(x — l)...(x — k — m-\-l) x{x—l)...(x — k — m-{-2). 

^' ~" "o 1.2.3...(Ä; + m) ^ "i 1 • 2 • 8 .-. . (Ä; + m- 1) ' 

, a;(a; — 1). . . (aj — Ä;) a;(a; — 1) . . . fo; — fc^- 1) 

"^ ^-^ 1.2.3... (Ä;+i) "^ ""* ry^TTTTi ' 

und zur Bestimmung der Koeffizienten findet man die Gleichungen 

•^^ 1-2...Ä"~P0' 

"^^ 1.2...* + "»" l-2-3...(k + l)-P^> 

"«" 1.2...* + '^'* 1.2...(*+l) + "o* l-2...(* + 2) P»- 
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Diese Gleichungen sind lösbar, weil a nnd f^^\a) nicht gleich 
Null sind. 

Z. B. wollen wir eine partikuläre Lösung der Gleichung 

suchen. Hier ist a — 1 und dieser Wert ist eine einfache Wurzel 

der Gleichung 

0«- 70 + 6 = 0. 

Deswegen gibt es eine partikuläre Lösung von der Form 

In die gegebene Gleichung setzen wir ein 
und wir finden 

Nach dem bekannten Satze (Nr. 48) ist die allgemeine Lösung 
dieser Gleichung 

Die Gleichung 

hat eine partiku^re Lösung von der Form 
Aus der Gleichung 

folgt, daß <^ == 2^ ist. Deswegen ist die allgemeine Lösung unsrer 
Gleichung 

Wir wollen jetzt einige Anwendungen der Differenzengleichungen 
höherer Ordnung zeigen. 

B9. Bekurrente Beihen. Dies sind solche Reihen 

• « • » • 

y©; Vu y%7 ' • '7 y«; yx-\-v • • •' 

ftir die je n aufeinander folgende Glieder einer Relation 

y.^n+Piyi:^n-^i+p^y.^n^^+'' + Pnyx-^ 

mit konstanten Koeffizienten genügen. 

Seliwanoff, Differenzenreohnimg. 6* 
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Die Auflösung dieser Differenzengleichung dient dazu^ um das 
allgemeine Glied y^ als Funktion von x darzustellen. 
Als Beispiel wollen wir die Reihe betrachten 

0, 1, 1, 2, 3, 5.;, 8,..., 

deren jedes Glied die Summe der beiden vorhergehenden Glieder ist. Je 
drei nacheinander folgende Glieder sind durch die Relation verbunden 

Die Anfangswerte sind 

Die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
sind _ _ 

2 2 

Deswegen ist die allgemeiiie Lösung der Differenzengleichung 

Wenn (7^ und G^ durch die Anfangswerte y^ und y^ bestimmt 
werden^ findet man^ daß das allgemeine Glied unsrer Reihe 

ist. 

Die Potenzreihe 

F{t) = yo + Vi^ + y^t^+y^t^+' + yj' + •■> 

deren Koeffizienten eine rekurrente Reihe bilden, ist gleich einer 
rationalen Funktion von t. Die Relation zwischen den n Koeffizienten 
der Reihe sei 

yx-^n+Piy.+n^i+Piy.+n^,+-'+Pnyx-^' 

Nach Multiplikation von jF(^) mit 
findet man 

yo + (yi+Piyo)^ + (y^ -fÄS/i+Ayo)^* + (ys +i>iy, +P2yi +i>syo)^* + 

Die Koeffizienten der folgenden Potenzen sind die Werte der 
Funktion 

y.+n+Piyw^n^i+P2y.^n^2+'"+Pny. 

iür x = 0, 1, 2, . . . Deswegen sind alle diese Koeffizienten gleich Null. 
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Umgekehrt^ die rationale Funktion 

läßt sich in die Beihe 

entwickeln^ für die je n aufeinander folgende Koeffizienten durch die 
Relation 

verbunden sind. Die n ersten Koeffizienten bestimmen sich aus den 
Gleichungen 

y2+Piyi+Piyo=^(h9 



Also können die Differenzengleichungen dazu dienen ; um die 
Koeffizienten der Entwicklungen rationaler Funktionen in Fotenz- 
reihen zu bestimmen. 



60. TschebyschefDBcher Beweis eines Satzes von Lam6. 

In seinen Vorlesungen zeigte Tschebyscheff die folgende An- 
wendung der Differenzengleichungen. 

Man soll bestimmen^ wie groß die Anzahl der sukzessiven 
Divisionen sein kann, um den größten gemeinschaftlichen Teiler 
zweier Zahlen a und b zu finden. 

Es sei 

a = bqi + Ti, b = r^q^ + r,, . . . , rn-2 == ^«-i«« + r», U = 0. 

Die Anzahl der Divisionen ist hier n. 

Weil alle Quotienten größer oder gleich Eins sind^ so ist 

a^b + r^, b'^r^ + r^, r^^r^ + r^, . . ,, 

Daraus folgen die Beziehungen 

rn=-Ol r„_i^l, rn_2^1, ^^-8^2, 
^n— 4 ^ 3, r«— 5 ^ 5, r„— 6 ^8, ... 
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Wenn wir die Zahlen 

2/0 = 0, ^1=1, y2 = i, y^ = 2, ..., y^=y^__i + y^_a, .. . 

einführen^ so ist 

Wenn für eine, ganze positive Zahl m die Ungleichheit 

besteht, dann ist notwendig y^ > y^ und m > w. Die gesuchte 
Anzahl der Divisionen i^t also kleiner als eine solche Zahl m, für die 

ist. Den Ausdruck für y^ kennen wir schon aus Nr. 59. Es ist 
deswegen die Ungleichheit 

aufzulösen. 
Da 

>/5 = 2, 2...; i-Ü!5 = 1, 6 . . .; i^ = _0, 6..., 
80 können wir y^ annShemd in der Weise ausdrücken 

WO zwischen und 1 ist. 
Wenn 

ist, dann ist 

y^ ^ 6 + (1 ± 0) und folglich y^ > 6. 

Es genügt 

^ log [2, 2. (5+1)] 

= log 1,6 

ZU nehmen. Wenn die Zahl b aus Je Ziffern besteht, dann ist der 
gemeine Logarithmus von 2, 2(6 + 1) ungefähr gleich äj, log 1, 6 

ist beinahe -=- und 

^ m^bJc. 

Daraus folgt der Satz' von 6. Lame: Die Anzahl der Divi- 
sionen, die auszuführen ist, um den größten gemeinschaft- 
lichen Teiler der Zahlen a und b (a> b) zu finden, ist kleiner 
als die fünffache Anzahl der Ziffern der Zahl b. 

Lame hat diesen Satz auf elementarem Wege bewiesen. (Paris. 
Comptes rendus, 19. [1844], p. 867.) 
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Das Werk, dessen erster Band soeben erschienen ist, richtet sich in erster 
Linie an die Lehrer, die darin Anregung finden sollen, ihren Unterrichtsstoff 
auszuwählen und namentlich in den höheren Klassen zu vertiefen, sodann aber 
auch an Studierende, die eine Anlehnung an die Elemente und Auffrischung und 
Ergänzung früher erworbener Kenntnisse suchen. 

Durch das Zusammenwirken mehrerer Gelehrter hoffen die Herausgeber, die 
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nach ihren verschiedenen Seiten behandeln. Ein dritter Teü, der im Herbst 1904 
zur Ausgabe gelangen soll, wird die Anwendungen bringen, deren Stoff aus der 
darstellenden Geometrie, der Mechanik, Physik und Wahrscheinlichkeitsrechnung 
entnommen ist. Die Yorarbeiten sind so weit gediehen, daß die YoUendung des 
ganzen Werkes im nächsten Jahre erwartet werden darf. 
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Das Markoff sehe Werk, das in RnAland sehr verbreitet ist und liier in deutscher Über- 
setBung vorgelegt wird, kann einerseits als ein Lehrbuch dienen, anderseits durch seine Vielseitig- 
keit ein allgemeines Interesse erwecken, besonders da die Düferenzenrechnnng in letzter Zeit in 
Deutschland wenig bearbeitet worden ist. Das Buch enthält zwei Teile. 

Der erste Teil (der im Jahre 1889 erschienen ist) behandelt die Interpolation und ihre 
Anwendungen. Nachdem der Verfasser in Kap. I die Hauptinterpolationsformeln abgeleitet hat, mit 
Bertlcksichtigung des Restgliedes , geht er in Kap. II zu den allgemeinen Begriffen der Differenzen 
verschiedener Ordnungen über. In Kap. m wird der Zusammenhang zwischen Differenzen und 
Differentialquotienten auseinandergesetzt. In Kap. IV werden HersteUung und Benutzung mathe- 
matischer TabeUen besprochen und an einigen Beispielen erläutert. Die Kap. V, VI und VII ent- 
halten Anwendungen der Interpolation auf die Berechnung bestimmter Integrale, einige Eigen- 
schaften der Legendreschen Funktionen , Entwickelungen einiger Integrale in Kettenbrüche u. dgl. 

Der zweite Teil (der im Jahre 1891 erschienen ist) behandelt die Summation und die 

ar\-hn 

Theorie der Differenzengleiohungen. In Kap. I wird der Begriff der Summe ^ f{x) gegeben und 

a 
die Summation einiger Ausdrücke angeführt. In Kap. II und III wird die Eulersche Formel 

6 6 

a a 

abgeleitet und interpretiert und ihre Anwendung bei der Berechnung einiger Integrale und Sammen 
auseinandergesetzt, sowie aus ihr die Stirlingsche Formel: 

lg 1.2.3...« = — lg 2^-1- \x-\- —\\9 X — X -{- A^ h-^i^ + -- 

a \ a / X X' 

abgeleitet. In Kap. IV werden Begriffe und Theorie der Differenzengleichungen gegeben. In Kap. V 
und VI werden lineare Differenzengleichungen erster Ordnung besprochen. Endlich Kap. VII enthält 
die Anwendung der Doppelsummen auf die Transformation der Reihen, an einigen Beispielen erläutert. 
Es ist zu bemerken, daß der Verfasser ganz besonders 'die Abschätzung der Fehler der 
Käherungsformeln hervorgehoben hat, die z. B. im Buche von SchlOmilch „Theorie der Differenzen 
und Summen" nicht so ausführlich behandelt wird. Außerdem folgt nach jedem Kapitel ein aus- 
führliches Literaturverzeichnis, das natürlich eine große Erleichterung für den Leser bietet. 

Elein, Geh. Beg.-Bat Dr. Felix, Professor an der Universität Göttingen, 
Anwendung der. Differential- und Integralrechnung auf Geo- 
metrie, eine Bevision der Prinzipien» Vorlesung, gehalten während 
des Sommersemesters 1901. Ausgearbeitet von Conrad Müller. (Der 
autographierten Vorlesungen VIT. Heft.) [Vm u. 468 S.] 4. 1902. geh. 

n. ^ 10.— 

Der Verfasser tut mit der Herausgabe einen neuen Schritt in der Richtung, der seine Be- 
mühungen in den letztvergangenen Jahren vorwiegend gegolten haben: die mathematische Wissen- 
schaft als ein zusammengehöriges G-anzes nach allen Seiten wieder so zur Geltung zu bringen, wie 
es früher, als es noch keinen Spezialismus gab, als selbstverständlich galt, insbesondere aber zn 
erreichen, daß zwischen den Vertretern der abstrakten und der angewandten Mathematik wieder 
mehr gegenseitiges Verständnis Platz greife, als augenblicklich besteht. Er hat schon wiederholt 
darauf hingewiesen, daß in letzterer Hinsicht eine klare Erfassung des Unterschiedes und der gegen- 
seitigen Beziehungen deijenigen beiden Teile der Mathematik von zentraler Bedeutung sein dürfte, 
die im folgenden als Präzisionsmathematik und Approximationsmathematik bezeichnet 
werden. Ahnliche G-edanken sind in den letzten Jahren von den Herren Burkhardt und Heun 
geäußert worden; um so mehr darf vielleicht eine ausführliche Auseinanderlegung der in Betracht 
kommenden Gegensätze, wie sie die folgende Vorlesung für das Gebiet der Geometrie gibt, nun- 
mehr auf Interesse und Verständnis in weiteren Kreisen rechnen. 

Mit dieser Vorlesung vervollständigt der Verfasser die Auseinandersetzung, welche er ver- 
schiedentlich über die Methoden des mathematischen Unterrichtes, insbesondere des mathematischen 
Hochschnlnnterrichtes, gegeben hat. Seine Ansicht ist nach wie vor, daß der Unterricht der An- 
fönger, sowie denjenigen Zuhörer, welche die Mathematik nur als ein Hilfsmittel für anderweitige 
Studien gebrauchen wollen, von den anschauungsmäßigen Momenten einen naiven Gebrauch machen 
soll; die Überzeugung, daß dies aus pädagogischen Gründen, mit Rücksicht auf die Veranlagung 
der Mehrzahl der Studierenden, notwendig sei, kommt in den letzten Jahren sichtlich immer mehr, 
insbesondere auch im Auslande, zur Geltung. Aber nicht minder ist seine Überzeugung, daß ein 
solcher Unterricht, entsprechend der heutigen Ent Wickelung der Wissenschaft, bei der Ausbildung 
der Eachmathematiker auf der Oberstufe nicht genügt, daß hier vielmehr neben den Tatsachen 
der Anschauung die zentrale Bedeutung des modernen Zablbegriffes und der weitgehenden, mit 
ihm zusammenhängenden Entwickelungen hervortreten muß. Er vermißt in den Lehrbüchern und 
Vorlesungen, welche er kennt, die Überleitung von der einen Auffassung zur anderen. Hier will 
sich die folgende Darstellung als eine Ergänzung einschieben; ihr bestes Ziel wird erreicht sein, 
wenn sie sich eines Tages als überflüssig erweisen sollte, weil die Überlegungen, die sie bringt, zu 
selbstverständlichen Bestandteilen jedes höheren mathematischen Unterrichtes geworden sind. 
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ANKÜNDIGUNG, 



Das Yorliegende Buch kommt einem wirklichen Bedürfnis entgegen, 
da es an einem Lehrbuch, das die für weite Kreise der Techniker und 
Naturforscher unentbehrlichen approximativen Bechnungsmethoden 
in einer einheitlichen, übersichtlichen Gestalt und in einer für den 
praktischen Gebrauch geeigneten Form behandelt, bisher gefehlt hat. 

Aber auch dem Theoretiker, der sich mit den verschiedenen 
Näherungsrechnungen und -Methoden vertraut machen muß, wird das 
Buch, abgesehen von dem hohen Interesse, den der darin bearbeitete 
StoS an sich darbietet, als ein den Gegenstand gründlich und er- 
schöpfend behandelnder Leitfaden willkommen sein. 

Braunschweig, im Juli 1905. 

Friedrich Yieweg und Sohn. 
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VORWORT. 



in letzter Zeit wurde den Bedürfnissen derer, die mathe- 
matische Überlegungen anzuwenden haben, in vieler Beziehung 
Rechnung getragen, und darum ist es auffallend, daß noch kein 
Buch besteht, das mathematische Näherungsmethoden in einer 
einheitlichen, übersichtlichen Gestalt und in einer Form behandelt, 
die nicht viele mathematische Kenntnisse voraussetzt. 

Weil ich bereits sechs Studienjahre Vorlesungen über mathe- 
matische Näherungsmethoden an einer technischen Hochschule 
und zwar solchen Hörern gehalten habe, die schon einen ersten 
Kurs über Mathematik gehört hatten, so machte ich viele Er- 
fahrungen über eine wünschenswerte Behandlung dieses Gegen- 
standes und danach übergebe ich meine Vorlesungen nunmehr 
der Öffentlichkeit in der Zuversicht, daß ich damit weiteren Be- 
dürfnissen und Wünschen solcher Techniker und Naturforscher 
nachkomme, die zu rechnen haben. 

Den Wünschen und Neigungen aller Fachmänner konnte ich 
gewiß nicht zugleich nachkommen, denn es ist naturgemäß, daß 
der eine diese, der andere jene Rechnungsmethode vorzieht, und 
ein Handbuch wollte und konnte ich bei der früher genannten 
Absicht nicht schreiben. 

Nun komme ich der Aufgabe freudig nach, meinem Assistenten 
Herrn Dr. Benze für seine große Hilfeleistung zu danken. Er 
widmete mir zur Vollendung des Buches nicht allein bei Her- 
stellung des Manuskriptes und der Zeichnungen seine Kräfte 



VI Vorwort. 

sondern leistete mir auch bei den Korrekturen durch sachliche 
Abänderungsvorschläge hervorragende Dienste, die ich an anderen 
Orten hervorzuheben teilweise Gelegenheit nahm. 

Außerdem fühle ich mich für das mir von der Verlagshand- 
lung Fried r. Vieweg & Sohn stets bewiesene Entgegenkommen 
zu besonders verbindlichem Danke verpflichtet. 



Brunn, im Mai 1905. 



Der Yerfasser. 
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Erster Abschnitt. 



Das Rechnen mit genanen nnd ungenauen Zahlen^). 



§ 1. Einleitung. 

Es seien nach dem aus den Größen 

3 3 3 3 3 3 

Co = 0, Ci = Yo' ^' = lö + Tö^' ^' = Tu + lo^ + 10"3 

ersichtlichen Bildungsgesetze Größen 

^0? ^11 ^2? • • • Cfij • • • 

hergestellt. Diese erfüllen folgende Eigenschaften: Weil die 
Größe Cn durch die geometrische Eeihe definiert ist: 

^" ~~ Tö ' 102 ' ' ' * "+" lö«' 

und nach einer wohlhekannten Formel 



_ _3_ 10** _ J^ A 1_.\ 

" ~~ 10 ^ L ~~ ^ ^ ^^ / 



wird, so kann man nach Angabe einer willkürlich kleinen posi- 
tiven Größe d eine ganze Zahl m von] der Art finden, daß für 
jede ganze Zahl n "^ m und für jede ganze Zahl v = 1, 2, 3, . . . 
die Differenzen 



^,+, — Cn — 33^ y — w)^^ 



werden. 



^) Mehmke, Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften, Bd. I, 
S. 938. 

Biermann, Mathematische Näherangsmethoden. -i 



2 Das Rechnen mit genauen und ungenauen Zahlen. 

Je nach der Größe von 8 fällt m verschieden aus; so wird 
z. B. für 

8 — — — 
~ 103' 10« 

m bzw. gleich 3 oder 6. 

Außerdem ist noch ersichtlich, daß die Größen c« schließ- 
lich, d. h. bei genügend großem n^ von | um weniger verschieden 
sind, als wie eine beliebig kleine positive Größe anzeigt. Man 
nennt | die Grenze der Cn- 

Allgemein sagt man, eine Reihe von Größen Co, Ci, c^, . . . 
die nach einem bestimmten Gesetze hergestellt seien, bildet eine 
konvergente Zahlenfolge, wenn nach Angabe einer will- 
kürlich kleinen positiven Größe d eine solche positive ganze Zahl 
m ausfindig gemacht werden kann, daß für jede ganze Zahl 
n ^ w und für jede beliebige ganze Zahl r = 1, 2, 3, . . . der 
absolute Betrag der Differenzen c« + > — Cn kleiner wird als 5, 
was symbolisch in der Form angezeigt werde: 

I C„ + y — c„ I < ö^). 

Danach ist die frühere besondere Größenfolge eine konvergente 
Zahlenfolge. 

In der reinen Mathematik wird nun eine zu berechnende 
Größe X von vorgegebener Eigenschaft als bekannt angesehen 
oder als gefunden betrachtet, wenn man eine Methode zur Er- 
mittelung einer Größenreihe 

■^01 '*^1^ •*'2l • • • 

anzugeben vermag, die eine konvergente Zahlenfolge bildet, und 
deren Glieder Xn die Eigenschaft der verlangten Größe bei größer 
werdendem n immer näher, genauer erfüllen. 

Soll z. B. die der Gleichung x^ — 2 = genügende positive 
Größe ermittelt werden, oder soU, wie man sagt, die positive 

zweite Wurzel aus 2 (soU Y2) gefunden werden, so besteht eine 
Methode zur Bestimmung einer Größenreihe der verlangten Art 
darin, daß man zunächst die größte ganze Zahl Oo sucht, für 
die 2 — a^f >> wird, und Xq dieser ganzen Zahl gleichsetzt; dann 
die größte ganze Zahl a^ kleiner als 10 sucht, für die 



^) Unter dem absoluten Betrag der positiven, bzw. negativen Größe b 
versteht man die positive Größe ± h und bezeichnet den Betrag mit \b\. 



§ 1. Einleitung. 8 

wird, und x^ der sich ergebenden Zahl von der Form 

gleichsetzt; hierauf die größte ganze Zahl aa kleiner als 10 
sucht, für die 

wird, und x^ der Zahl von der Form 

^i + ioi 

gleichsetzt, usw. 
Es wird so 

4 4 1 

^0 = 1» ^1 = 1 + Yö' ^^ ^^ "^ ' 10 ' 102' 

1 I ^ I 1 I ^ 

^3 = 1 + 10 + Jöi + iöTs ^«^- 

Diese Größenreihe bildet eine konvergente Zahlenfolge, d. h. 
wieder kann man nach Angabe einer willkürlich kleinen positiven 
Größe S eine positive ganze Zahl m so bestimmen, daß für jede 
ganze Zahl w ^ m und für jedes v = 1, 2, 3, ... 

I Xn + v — Xn\<Ö 

wird. 

Die Größen Xn erfüllen aber auch die Eigenschaft der ver- 
langten Größe immer genauer, d. h. mit wachsendem n wird 
2 — x^ immer kleiner; so wird 
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2 Xq = 1, 2 x^ = — , 2 x^ ^= j^, 

2 — ^3' = -Jö? ^8^- 

Ist eine Vorschrift zur Angabe einer Größe von bestimmter 
Eigenschaft bekannt, so kann man diese, so wie früher die posi- 
tive zweite Wurzel aus 2 so genau angeben, als nur irgend ver- 
langt wird; z. B. findet man 

Y2 = 1-414213 562 .... 

1* 
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Durch eine konvergente Zahlenfolge 

Cq^ Cj, ^2, . • • 

wird eine Zahlengröße c definiert, die eine rationale oder irra- 
tionale sein kann, und zwar ist 

c = lim Cv, 

d.h. die durch die Zahlenfolge definierte Größe c ist die Grenze 
der Größen Cr, und das will sagen: 

\ C — Cv \ 

wird für genügend große v kleiner als jede noch so kleine vor- 
gegebene positive Größe. Es ist also im ersten Beispiele 

1 

^ = ¥' 

im zweiten 

y^ == lim Xv 

v=zao 

In mathematischen Problemen wird nun eine irrationale Zahl 
entweder nur symbolisch eingeführt, oder sie wird, wenn sie wie 
in dem letzten Beispiele durch einen Dezimalbruch dargestellt 
wird, näherungsweise durch eine in einer endlichen Anzahl von Be- 
standteilen der Form a^ lO** und -^^ , wo die ganzen Zahlen a^u und 

a^fi kleiner als 10 sind, mit ihr übereinstimmende rationale Zahl 
ersetzt, die um weniger als eine der Größe nach anzugebende 

rationale Zahl d von ihr abweicht i). Wird z. B. ^2 durch x^ er- 
setzt, so weicht diese Größe von ^2 um weniger als 7771 ab, und 

zwar ist x^ <^ Y^] ersetzt man aber Y^ durch x^ -|- r-TTgi so weicht 

auch diese rationale Zahl von ^2 um weniger als —^ ^^j ^^^ch 

ist sie größer als y2. 

Wie solche Näherungswerte irrationaler Zahlen in die Rech- 
nung aufgenommen werden, so sind oft auch durch Beobachtungen 
gewonnene, also fehlerhafte, d. h. wieder ungenaue Angaben in 
der Rechnung enthalten. 



*) Die irrationale Zahl könnte auch anders, z. B. durch einen Ketten- 
bruch dargestellt sein, doch gehen wir hierauf nicht ein. 
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Soll dann aber eine von irrationalen und Beobachtungsgrößen 
abhängige Größe, z. B. der wahrscheinlichste Wert der Präzisions- 
konstanten h aus dem aus n Beobachtungen einer und derselben 
Größe Z sich ergebenden mittleren Fehler ft bestimmt werden, 
wo also 

V2ft 
gilt, und hier in üblicher Weise mit 



h = ^ und a = l/ J= — =L 

^ f n — 1 



v = n 

2 



die Summe der Quadrate der scheinbaren Fehler der Be- 
obachtungen Zi, Zj, ... In^ d. h. ihrer Abweichungen von dem arith- 
metischen Mittel derselben 

2 ^1 + ^a -h • • • 4" ^n 

A, , 

n 

bezeichnet ist, so wird man vor Ausführung der Rechnung nicht 

allein statt der irrationalen Zahlen (y2), sondern auch statt der 
mit den ungenauen Beobachtungen zusammenhängenden Größen 
(ft) angenäherte rationale Zahlen setzen, und da drängen sich 
die Fragen auf: 

1. Wie groß ist der einem ßechnungsergebnisse anhaftende 
Fehler, wenn die Fehler der in der Rechnung verwendeten Größen 
angegebene Werte nicht übersteigen. 

2. Wie weit dürfen Zahlen ungenau gewählt werden, damit 
in dem Rechnungsergebnisse eine vorgeschriebene Genauigkeit er- 
reicht wird. 

3. Wie muß man endlich die Rechnung einrichten, damit bei 
dem geringsten Aufwand von Rechnung in dem Ergebnisse eine 
vorgeschriebene Genauigkeit erreicht wird. 

Nach dieser in die ersten Aufgaben einführenden Einleitung 
wenden wir uns zu den vier Rechnungsarten i). 

§ 2. Addition. 

Eine aus gleichartigen Elementen, wie der abstrakten Ein- 
heit 1, gebildete ganze Zahl a läßt gegenüber einer aus der- 



*) ^fifl* Lüroth, Vorlesungen über Numerisches Eeohnen. 1900. 
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selben Einheit gebildeten ganzen Zahl a ^ 2 die Darstellung zu : 

wo a die Basis dieser sog. systematischen Schreibweise 
heißt, und wo die positiven ganzen Zahlen • 

die alle kleiner als a sind, Ziffern genannt werden. Das Glied 
Oya* wird das vom Bange v und Uy die Ziffer des Gliedes vom 
vten Bange genannt. Ferner heiße noch a eine Zahl vom 
Bange n, wenn in ihr kein Glied von höherem als dem 
nten Bange vorkommt. 

Beweis: Ist a^a, und im Gegenteile hätte man nichts 
mehr zu beweisen, so wird a entweder einer Potenz von a gleich- 
kommen oder zwischen zwei aufeinander folgenden Potenzen liegen: 

In diesem weiterhin allein zu erwägenden Falle wird ent- 
weder 

a = a" ttn, 

wo Un eine ganze Zahl kleiner als a ist, oder aber 

wo noch ro < «*• gilt. 

Ist hier r© ^ a, so muß ebenso 

ro = a„i a"i 
oder 

U = an, «*•! + n 

sein, wo nach den Voraussetzungen die ganze Zahl ni < n ist, 
und wieder 

1 ^ a„j < a, aber ri <i «"i 

gelten wird. In gleicher Weise wird im Falle ^i ^ a 

ri = ün^ a"« oder ri = Un^ a^ -\- r, 

sein, wo wieder ng < n^ ist und 

1 ^ «n, < «, r.2 < «"« 

gelten wird. 

So weitergehend gelangt man nach höchstens Schritten zu 
einem Beste r„ <; « und zu der früheren systematischen Dar- 
stellung von a. 
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Indem wir a = 10 setzen, erhalten wir das dekadische 
oder Dezimalsystem. Wir schreiben die ganze Zahl a aber 
auch in der Art, daß wir die Ziffern a«, «n— i» ••• ötj, Uq der 
Glieder wten, (n — l)sten, ... Isten und Oten Ranges von links 
nach rechts angeordnet, ohne Trennungszeichen nebeneinander 
setzen: 

Sollen hierauf zwei oder mehrere Zahlen a und 

hnbn-i ... &i 6o = ^ 



dn^n — 1 ... dido = d, 

die nur wegen der einfacheren Schreibweise alle (w -|- l)-ziffrig 
gewählt sind, addiert werden, so wird die Vereinigung dadurch 
vollzogen, daß man bildet 

• • • -|- («0 + 6o + • • • + ö!o) 

und die Klammergrößen selbst systematisch schreibt, dabei aber 
die Gb'eder gleichen Banges zusammennimmt, so daß es besser 
ist, zuerst die Glieder nullten Ranges, dann die ersten Ranges 
zu vereinigen usw. 

Z. B. ist 7433 j^ 5195 _|_ §17 ^ 

= (8 + 6 + 7)+ 10(3 + 9 + 1) + 102(4+l + 8) + 103(7 + 5) 
= (1 + 2. 10) + 10(3 + 1.10) + 10H3 + 1. 10)+ 103(2 + 1.10) 
= 1 + 5.10 + 4.102 + 3.103 + 1.10* = 13451. 

Doch bequemer führt man diese Aufgabe aus, indem man 
die Summanden so untereinander schreibt, daß die Ziffern gleichen 
Ranges untereinander stehen, und dann diese vereinigt, zuerst die 
Einer, dann die Zehner usw., wobei man zu den Zehnem gleich 
die hinzunimmt, die bei der Addition der Einer auftreten, zu den 
Hundertern die hinzunimmt, die bei der Vereinigung der früher 
schon ergänzten Summe von Zehnem auftreten usw. Z. B.: 

7 438 

5196 

817 



13 451 

Hier gibt es 21 Einer, und von diesen nimmt man die zwei 
Zehner zu den 13 untereinander stehenden Zehnem, schreibt also 
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als Ziffern nullten und ersten Banges 1 und 5 und fügt zu den 
13 Hundertern einen hinzu, hat daher die Ziffer 4 vom Bange 2 
und noch 13 Tausender. 

Doch weil diese Additionsvorschrift ganz geläufig ist, so sei 
hier nur mehr die wohl auch allgemein bekannte Neunerprobe 
zur Prüfung des Additionsergebnisses hinzugefügt, aus deren Zu- 
treffen zwar nicht auf die Bichtigkeit der Addition geschlossen, 
aber doch mit sehr großer Wahrscheinlichkeit auf die Bichtigkeit 
gerechnet werden kann. 

Man bilde in jedem, wie in dem früheren Falle, die Ziffern - 
summe jedes Summanden oder die sog. Quersummen 22, 21, 
16 und bilde deren Beste bei der Division durch 9. Diese kom- 
men den Ziffemsummen der schon gebildeten Quersummen gleich 
4, 3, 7. In der Tat die Schreibweise von a 

a = a« «n — 1 • • • öti öto = 
= (10» — 1) «n H h (101 — 1) ai + (ttn H h «1 + ao) 

läßt ersehen, daß die Ziffemsumme von a 

q(a) = ön + \- <h + <h 

bei der Division durch 9, darum weil 10" — 1 durch 10 — 1 = 9 

teilbar ist, denselben Best zuläßt wie a. 

Der Best, den nun aber die Summe der Beste 4 + 3 -f- 7 

bei der Division durch 9 läßt, nämlich 5, ist gleich dem Beste 

der Ziffemsumme der Summe der vorgegebenen Summanden bei 

der Teilung durch 9. Haben nämlich die Summanden a, 6, ... (2 

die Quersummen 

q{a\ q(b), ... q(d), 

so hat die schon früher angeschriebene Summe von a, 6, ... d 
die Quersumme 

+ («0 + &0 H h do) = q{a) + q(b) -\ + q{d) 

und es ist wirklich der Best der Summe bis auf ein Viel- 
faches von 9 gleich der Summe der Beste der Summanden. 
Über die Subtraktion hat man nicht mehr zu bemerken, 
als daß die Glieder gleichen Banges voneinander subtrahiert 
werden und daß dann, wenn hierbei der Minuend kleiner ist als 
der Subtrahend, zu dem Minuend eine Einheit der nächst höheren 
Bangziffer in der Form von zehn Einheiten der zu vermindernden 
Bangziffer hinzugezählt werden. 
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§ 3. MultipUkation. 

Nach dem distributiven Multiplikationsgesetze 

(a-\-b)c = ac-\-bc 
ist das Produkt der zwei Zahlen 

a = an 10*» + • • • + ^4 . 10 -(- ao, 
b = bn, 10»» -\ [- &1.10 + 6o, 

wo w ^ n sei, 

ab = (an ttn-i ... ai ao) b^n 10»^ + 
4- (anön-i ... aiao)6w-ilO»~~i -f- 



4" (anön-i ... aiao)bQ, 

Bei der Ausführung der hier enthaltenen Operationen hat 
man also die Zahl a mit jedem Gliede von b zu multiplizieren 
und die hierbei hervorgehenden Produkte zu vereinigen. Man 
liest zu diesem Zwecke die Produkte a» 6^ dekadisch und schreibt 
die in den früheren Zeilen enthaltenen Teilsummen so unter- 
einander, daß die Ziffern gleichen Ranges untereinander zu 
stehen kommen, läßt die Nullen rechts als überflüssig gleich 
weg und addiert dann. Hierbei ist es von Vorteil und methodisch 
empfehlenswert, zuerst mit der Ziffer vom höchsten Range und 
dann mit den folgenden zu multiplizieren. So wird: 

97 X 138 = 97 X 1 . 10» -f 97 X 3 . 10 -f 97 X 8 = 
97 X 138 

""97 
291 
776 
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Man kann aber den Gliedern des früheren Aggregates, das 
a b beschreibt, auch eine andere übersichtliche Anordnung geben, 
indem man sie nach fallenden, d. h. abnehmenden Potenzen von 
10 anordnet. Wenn man der einfacheren Schreibweise wegen 
noch m = n setzt, erhält man: 

ab = anftnlO«*» 4- («nftn-l + «n-l 6n) lO^«-! -| 

+ («n^o + an-ibi H 1- ao6n)10« -f- {an-ibo -\ 

+ «0 6„-i) lO»*-! 4 h («1 *o + G^o 61) 10 + «0 60. 
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Führt man die in den Klammem stehenden Ausdrücke im 

Kopfe aus, das sind also die naturgemäß höchstens zweizifferigen 

Produkte 

an bn = c<2") 10 + c(2") und ao 60 = cj») 10 + cf 

und die anderen bei der Ausführung den Rang 2 gewiß nicht 
überschreitenden Aggregate von der Gestalt 

c(«)i02 4- c(«>10 4- c(*>, (x = 2w — 1, 2n — 2, ... 1), 

die wir in- der Form schreiben: 

sowie die früheren Produkte in der Gestalt 

'^i'"' und '^•^ 

so wird das Produkt a 6 in der Summe der drei Zahlen zu 
finden sein: 

C(2n) c[^n-l) c[2n-2) . . , ^(2) ^Jl) ^(0)^ 

C(2n-l)c(an-a)^(2«-3) , _ c^l) ^ 

WO die Glieder gleichen Ranges schon untereinander geschrieben sind. 

Diese Angaben sind richtig, wenn man nur Zahlen mitein- 
ander multipliziert, die weniger als 13 Ziffern haben, denn nur 
im gegenteiligen Falle können Klammerausdrücke der früheren 
Art vom Range 3 entstehen. 

Danach hat man die Produktbildung von 857 und 432 in 
folgender Art zu schreiben: 

857 
432 



24914 
34531 



370224, 

wo 

8 X 4 = 32, 8 X 3 + 5 X 4 = 44, 

8X2 + 5X3 + 7X4 = 59, 5X2 + 7X3 = 31, 

7 X 2 = 14 

in der früheren Art angeordnet und addiert wurden. 
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Ebenso ist die Produktbildung von 8749 und 891 in folgender 

Weise auszuführen: 

8749 

891 







0483559 








62018 








111 








7795359, 




und hierzu ist 


gerechnet: 
8.0 — 0, 








8.8+ 7, 


,0 — 64, 






8.9 + 7. 


8 + 4.0 — 128, 






8.1 4- 7. 


,9 + 4.8 + 9.0 — 


103, 




7. 


1 _|_4. 9 + 9.8 — 


115, 






4.1 + 9.9 — 


85, 






9.1 — 


9, 



in der früheren Art angeschrieben und addiert. 

Man vermeidet also bei dieser sog. symmetrischen Multi- 
plikationsmethode die schriftliche Angabe des Produktes des 
Multiplikanden mit jedem GUede des Multiplikators. Doch weil im 
Falle einer längeren Multiplikation bei der Bildung der Klammeraus- 
drücke ein Irrtum leicht möglich sein kann, so bediene man sich 
der Vorschrift von Fourier^). Man schreibe den Multiplikator 
mit verkehrter Anordnung der Ziffern auf einen Papierstreifen, 
setze ihn so über den in horizontaler Stellung zu denkenden 
Multiplikanden, daß die Ziffern der höchsten Rangzahlen der 
Faktoren übereinander stehen, und verschiebe den Streifen nach 
rechts. Dann hat man nach und nach die Summe der Produkte 
der untereinander stehenden Ziffern zu bilden. So erhält man in 
dem letzten Beispiele die Anordnungen: 

198 198 198 

8749, 8749, 8749, 

198 198 198 

8749, 8749 , 8749 

Die einzelnen Aggregate zur Produktbildung schreibe man in 
genannter Weise unter einen unter dem Multiplikanden zu ziehenden 
horizontalen Strich. 



*) Fourier, Analyse des equations determinees , Paris 1830, p. 190. 
Deutsch von A. Loewy, Ostwalds Klassikerausgabe Nr. 127, S. 182. 
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Die symmetrische Multiplikationsmethode muß jedem Leser 
empfohlen werden, auch weil sie noch bei der Bestimmung des 
Ranges eines Produktes zweier Zahlen und bei der sog. Fourier- 
schen Divisionsmethode zur Verwendung kommen wird. 

Bei einer längeren Multiplikation aber wird eine Probe an- 
gebracht sein. Die sog. Neunerprobe besteht darin, daß man 
die Ziffemsummen der Faktoren, also q{a) und q{b) miteinander 
multipliziert oder bloß die Reste dieser Ziffemsummen gegenüber 
9 — wir sagen a und ß — miteinander multipliziert; dann 
stimmt das Produkt aß mit dem Reste der Ziffernsumme 
des Produktes gegenüber dem Divisor 9 bis auf ein Viel- 
faches von 9 üb er ein. 

In dem letzten Beispiele ist , 

g(8749) = 28, ^(891) = 18, a = 1, /3 = 0, a/3 = 0, 

und so groß soll auch der Rest der Ziffemsumme des Produktes, 
der Rest von 

2(8749 X 891) = 2(7 795 359) = 45 

bei der Division durch 9 sein. Das trifft hier zu, und im all- 
gemeinen läßt das Produkt von 

a = 9a' + 2(a), b = 9V -\- q(b) 

bei der Division durch 9 den Rest q(ab) aber auch den Rest 
q(ci)-q{b) zu, womit die Behauptung erwiesen ist. 

§ 4. Division und fiangbestimmung. 

Nun wollen wir eine Zahl c aufsuchen, die mit einer anderen 
aber ganzen Zahl b multipliziert eine ganze Zahl a gibt, wollen 
also den sogenannten Quotienten von a und b bestimmen, der mit 

-V bezeichnet werde, oder wollen, wie man noch sagt, a durch 6 

dividieren, so daß a der Dividend, b der Divisor heißt Wenn 

man von demBruche j- spricht, heißt a der Zähler und b der 

Nenner. 

Zu diesem Zwecke vergleichen wir zunächst die m -{- 1 ersten 
Ziffern der Zahl a vom Range n, das sind die m -\- 1 Ziffern 
der größten Rangzahlen in a, nämlich 
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mit den m -\- l Ziffern von 6. Wenn bei dieser Gegenüber- 
stellung der Ziffern, die auch mit Ordnungszahlen bezeichnet 
werden mögen, zuerst eine größere unter denen des Divisors vor- 
kommt, so vereinigen wir die ersten m -\- 2 Ziffern von a zu 

eiuer Zahl 

— • 

dann wird 

a = Ok 10* + ak^ilO*-! -I 1- üo, 

wo afc_i, afc_2, ... Oo die auf a^— m— i folgenden Ziffern von a 
sind. Doch wenn bei der Gegenüberstellung der m -\- l ersten 
Ziffern von a und der Ziffern von b unter denen von gleicher 
Ordnungszahl nicht zuerst eine größere unter denen von b vor- 
kommt, so fasse man nur die w -f" 1 ersten Ziffern von a zu 
einer Zahl 

zusammen und setze somit 

a = ajclO'' -j- ak_ilO*-^ -| + ^01 

wo ttk-i, ak-2i ... «0 jetzt die auf a„-_w folgenden Ziffern von a 
sind; kurz man setze 

a = üieÜje — i ... «1 «0 

und fordere, daß 

106 > oft ^ & 

sei. Beispielsweise setze man 583619 bei der Division durch 584 

in die Gestalt 

5836 . 102 + 1 . 10 + 9, 

aber bei der Division durch 571 in die Gestalt: 

583 . 103 4- 6 . 102 + 1 . 10 + 9. 

Man hat also n = 5, m = 2, das erstemal fc = 2, das zweite- 
mal Ä = 3. 

Hierauf bilde man 

ajc — b,Cjc = rT^ (1 

wo rk << 6 und Ck eine Ziffer sei; ferner 

10 rk + ttk-i — 6. Ck-i = rk_i, (2 

wo wieder rk—i < & und Ck—i eine Ziffer sei usw., endlich 

10^1 + «0 — b.CQ = Uy . . . . (k -j- l 
wo auch ro < 6 ^md Cq eine Ziffer sei. 
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Multipliziert man die hier aufgestellten Ä -|- 1 Grleicbungen 
der Beihe nach mit 

10*, 10*-S ... 100= 1 
und addiert sie, so erhält man 

a — ft (CfclO* 4- C)fc-ilO*-i H h Co) = ro, 

und es wird 

I z= c,10* + c*_i 10*-^ H h Co + p 

wo die Summe der {k -[- 1)- stelligen Zahl 

und -^ der verlangte Quotient, aber r© der Rest der Divi- 
sion heißt. 

Der Bestandteil c ist vom Bange n — m — 1, wenn bei der 
Vergleichung der ersten m -\- l Ziffern von a und der von b 
zuerst eine größere Ziffer in b vorkommt, aber c ist vom Bange 
n — m, wenn eine größere Ziffer zuerst unter denen von a vor- 
kommt oder die durch gleiche Ordnungszahlen einander ent- 
sprechenden Ziffern alle übereinstimmen. 

Bei der Bestimmung der Ziffern Ck, Cfc_i, ... Cq stellt man 
die Differenzen 

(lOr^ + a^-i) — fec,_i (x = fc, * — 1, ... 1) 

im Kopfe her, hat also beispielsweise zur Division von 432 791 
durch 51 zu bilden: 

432 — 51.8 = 24, 
247 — 51.4 =r 43, 
439 — 51.8 = 31, 
311 — 51.6 = 5, 
so daß sich ergibt 

432 791 — 51.8486 = 5. 

Man bringt aber die Bechnung stets in die Anordnung 

432 791 : 51 = 8486 
24 7 
4 39 
311 
5 
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sieht also zuerst nach, daß 51 achtmal als Bestandteil in 432 
enthalten ist, schreibt 

432 — 51.8 = 24 

unter 432, die Einer unter die Einer und nimmt — wie man 
sagt — 7 herunter, bildet also 247; dann sieht man nach, daß 51 
hierin viermal als Bestandteil enthalten ist, bildet 

247 — 51.4 = 43, 
dann 

43 . 10 + 9 usw. 

Doch bei dieser hier beschriebenen „gewöhnlichen" Divi- 
sionsmethode hat man den Nachteil, die Ziffern c» mit dem 
ganzen Divisor multiplizieren zu müssen und die Unbequemlich- 
keiten, eine zu groß oder zu klein gewählte Ziffer c, durch eine 
kleinere oder größere ersetzen zu müssen. Diese Umstände werden 
uns später noch veranlassen, eine andere Divisionsmethode herzu- 
stellen, bei der weniger Unbequemlichkeiten bestehen. 

Jetzt setzen wir die Bildungsweise der früheren fc -f- 1 Glei- 
chungen in der Weise fort, daß wir herstellen: 

rolO — 6.c_i = r— 1, wo c_i eine Ziffer und r_i < h sei, 
r_i 10 — 6.C— 2 = ^—2» wo c_2 eine Ziffer, r_2 < & sei usw. 

r^p^i 10 — 6c_p = r__p, wo C-p eine Ziffer, r_p < 6 sei, 

dann diese Gleichungen der Reihe nach mit 

1 J_ JL 

10' 10*' "* 10^ 

multiplizieren und alle addieren. Dabei wird 



^ V 10 ^ 102 ^ ^ lOV 



r-p 



und 



p 



6 "~ 10 ' 102 "• r iop"t- j.iop 

Indem nun , ..^ bei wachsendem p kleiner wird als jede noch 
so kleine Größe, so haben wir in 

10' 10 "^ loa' 10 "^ 102 "f" 108' 
eine Größenreihe, deren Glieder die Eigenschaft gleich -^ zu 
werden immer näher erfüllen. Es wird also 



I 



I 
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^ = Um f^ 4- ^ 4- ... + ^^ 
und 

I = c,10* + c»_ilO»-> + ... + c,10 + Co + lö^ + fei + -, 

wobei unter der hier angedeuteten, auf Cq folgenden unendlichen 
Reihe von Gliedern nur die Größe zu verstehen ist, die als Grenz- 
wert der Reihe von „Partialsummen" erscheint: 

'' = W + --+iF' ('' = i'2,3...). 

In der Weise wird der Quotient ganzer Zahlen a und &, die 
wir bei der Quotientenbildung als teilerfremd, d. h. als Zahlen 
ohne einen gemeinsamen Teiler, voraussetzen können, durch einen 

Dezimalbruch dargestellt i). In diesem heiße das Glied -^ das 

vom Range „ — jp". 

Wenn b bloß aus Potenzen von 2 und 5 zusammengesetzt ist, 
so bricht der Dezimalbruch ab und heißt ein endlicher; das er- 
kennt man, wenn die einmal als endlich vorausgesetzte Entwicke- 

lung von -r mit der letzten Zehnerpotenz 10^ multipliziert wird: 

^ 10^ == clOP + C-ilOP-i H h C-D- 

Man schreibt diesen endlichen Dezimalbruch — und mit 
solchen werden wir es jetzt allein zu tun nehmen — in folgender 
Weise : 

Über die Addition und Subtraktion endlicher Dezimal- 
brüche, deren Rangzahlen nach denen der jeweiHgen Glieder 
höchsten Ranges benannt werden, ist nicht mehr zu sagen, als daß 
die Glieder gleichen Ranges addiert, bzw. subtrahiert werden. 

Zur Beurteilung des Ranges eines Quotienten zweier 
endlichen Dezimalbrüche, deren Rangzahlen n und m auch 
negativ sein können, führe ein Beispiel, aus dem wieder zu ersehen 
ist, daß der Quotient vom Range n — m — 1 oder n — m wird, je 
nachdem bei der Gegenüberstellung der Ziffern von b und von a, 
und zwar stets von solchen ersten ab, die von null verschieden 
sind, zuerst eine größere in b vorkommt, oder aber das nicht der 
Fall ist. 



^) Zur näheren Behandlung siehe Stolz, Allgemeine Arithmetik. 
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Soll a = 0-047 957 und b = 5-27, das sind Zahlen von den 
Rangzahlen w = — 2, m = 0, durcheinander dividiert werden 
und zwar a durch 6, so wird der Rang des Quotienten 

n — m — 1 = — 3, 

wie die Schreibweise des Quotienten zeigt: 

a 47957 527 91 



b ~ iO« * 102 104 



= 0-0091. 



Ebenso ist der Rang von 28-4924:0-017 48, wo der vom 

Dividenden 1, der vom Divisor — 2 ist, n — m = 3, denn 

man hat 

a 284 924 1748 



6 10* ' 10-^ 



= 1630. 



Hier wollen wir gelegentlich auch den Rang des Produktes 
ganzer Zahlen a und b von den Rangzahlen n bzw. m be- 
stimmeni) und hierauf den Rang des Produktes von end- 
lichen Dezimalbrüchen, welche Aufgaben, wie wir später 
sehen werden, auch bei Verwendung des Rechenschiebers von 
Wichtigkeit sein werden. 

Bildet man ab = c, so wird der Rang von -j- w, der von 

— m. Damit das aber eintreten könne, muß c vom Range n 4- m 
a 

oder n -(- m -f- 1 sein, und zwar wird das Produkt vom Range 
n + w -j- 1 , wenn bei der Gegenüberstellung der ersten n -)- 1 
oder der ersten m -\- 1 Ziffern von c, die man nach der symme- 
trischen Multiplikationsmethode herstelle, und der Ziffern von a 
bzw. b eine größere zuerst in a bzw. in b vorkommt, und das 
Produkt wird vom Range m -|- n, wenn dieses Vorkommnis nicht 
besteht. 

Ist a = 849, b = 238, so werden die drei Stellen höchsten 
Ranges in aft 2, 0, 1 und weil gleich die Stelle höchsten Ranges 
in a größer als 2 ist, so wird der Rang des Produktes aft 4 -|- 1 = 5 ; 
um das zu erkennen, braucht man nur zu beachten, daß in dem 
Produkt 8.2 die Zahl der Zehner 1, aber die der Hunderter in 
a 8 ist und bei der Ausführung der symmetrischen Multiplikation 
der vorgegebenen Zahlen die Zahl der Zehner, nämlich 1, gewiß 
nicht um 7 vermehrt werden wird. 



^) Biermann, Monatsh. f. Math. u. Physik, Jahrg. XV. 

Bier mann, Mathematische Näherungsmethoden. 2 
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Ist aber a = 381, 6 = 125, so wird die Ziffer des höchsten 
Ranges in ab S -\- 1 = 4^ und weil die Ziffern der höchsten 
Rangzahlen in a und b kleiner als 4 sind, so hat das Produkt 
den Rang 2 -j- 2 = 4, was wir bei Vergleich der Hunderter von 
b mit dem Produkte der Hunderter der Faktoren bereits ersehen. 

Eine andere Fassung dieser Regel ist die folgende: Das 
Produkt zweier ganzen Zahlen a und b aus p = n-\-l und 
q = m -^ l Ziffern, wo p ^ q sei, ist dann eine {p -j- q)- 
stellige Zahl, wenn unter den Ziffern jedwedes Faktors 
zuerst eine vorkommt, die größer ist als die ent- 
sprechende in dem Produkte c und anderenfalls ist das 
Produkt (p + 3 — l)-stellig. 

Der Rang des Produktes der zwei Dezimalbrüche 
a = 0'475 und b = 1*894, wo w = — 1, m = ist, wird m -{- n 
= — 1, weil die Ziffer höchsten Ranges in ab größer als 4 
wird, und somit größer ist als jede der ersten von null ver- 
schiedenen Ziffern in a und b. 

Man bemerkt das auch, indem man 

, 475 X 1894 

setzt und beachtet, daß der Zähler einer sechsstelligen Zahl gleich- 
kommt 1). 

§ 5. Fonriersche Divisionsmethode. 

Bei der gewöhnlichen Divisionsmethode wurde erreicht, daß 
der Quotient positiver ganzer Zahlen a und b nach fallenden 
Potenzen von 10 zu entwickeln war und daß, wie wir jetzt in 
etwas anderer, aber gewiß verständlicher Bezeichnung schreiben: 

^ = \ (älO* + ailO*-i-| [-au) =c = 

hervorging, wobei die Koeffizienten Cy wieder Ziffern sind. Unter 
bekannten Umständen ist Cq = 0. Immer aber wurde zur Be- 
stimmung des Quotienten jede Ziffer Cy mit b multipliziert, denn 
die Gleichungen zur Ermittelung der c^ lauteten: 

^) Eine Divisionsprobe soll hier nicht behandelt werden, weil der 
Begriff der Periode eines Dezimalbruches nicht aufgenommen ¥rurde. Eine 
Note darüber von dem Verfasser wird im 16. oder 17. Bande der Monats- 
hefte für Mathematik und Physik erscheinen. 
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a = Co& + ro, 
lOro + Ol = Ci6 4- r^, 



und nach Multiplikation dieser Gleichungen mit den von der 
^ten Potenz ab fallenden Zehnerpotenzen gab die Addition 

a = cb. 
Setzt man jetzt aber b und a in die Formen 

b = MO*»-^ + 6i io^-f*-i _| , 

a = alO~~" + üi 10*»-'*-i -) , 

wo b eine aus den ft + 1 ersten Ziffern von b gebildete Zahl 

^^^ ^^ 6 ^ ä < 10 6 

sein soll, aber die anderen Uv und by Ziffern seien, so kann man 
eine Gleichung 

in der auch die Cv Ziffern seien, solcherart herzustellen versuchen, 
daß das hier nach der symmetrischen Multiplikationsmethode zu 
bildende Produkt von b und diesem Quotienten, d. i. 

Co 6. 10*»-'* + (Co&i + Ci6)10«-'*-i -| 

+ (pob^ -f- Ci&v-i H h Cybiw-f*-" -| 

eben wieder gleich a werde. 

Zur Befriedigung dieser Forderung hat man entsprechend 
wie früher zu verlangen, daß die Gleichungen erfüllt werden: 

a = Cob + ro, 

lOro -[- ai = Co 6i + ^1 ^ + ^i^ _ 

10 Vi -j- tta = Co 62 + ^1 *i + ^2 ^ + ^2, 



10rv_l -{- Civ = C^by -\- Ciby — l + ••• + ^»' — 1^1 + Cv5"-[- fy, 

wobei die n positive ganze Zahlen kleiner oder gleich T — 1 sein 
soUen und wo neben dem bei positiven a und b auch positiven 
Co jedes der c« als positive ganze Zahl oder gleich null auftritt, 
wenn nur die vorhergehenden Cx_i, Cx_2» ... Co genügend klein 
gewählt werden. 

Multipliziert man nämlich die ersten v -|- 1 der angeschrie- 
benen Gleichungen der Reihe nach mit 

2* 
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und addiert dann alle, so entsteht jetzt 

a = Co 5". 10»-'* + (Co&i + Ci6)l0~-'*-i -| 

+ {Cobv + Ci&^_i H + Cv5)lO»-'*-'' + nio«-"-^ 

und darum, weil im Falle jedes n ^ 6^ — 1 

lim n.lO*»-'*-* = 

» = 00 

gilt, so wird bei der Fortsetzung der früheren Gleichungen die 
verlangte Relation {A hervorgehen, doch hat sie nur dann einen 
Wert, eine arithmetische Bedeutung, wenn die unendliche Reihe 

oder wenn die nach Division durch lO**-*« hervorgehende Reihe 

aus bloß positiven Gliedern konvergiert, d. h. die Reihe der 
Partialsummen eine bestimmte endliche Grenze besitzt. Dann 
haben wir in dieser Reihe einen durch Umkehrung der symme- 
trischen Multiplikationsmethode gebildeten Quotienten, und die 
Methode, ihn zu berechnen, weist den erwünschten Vorteil auf, 
daß man zur Herstellung der Ziffern c, nicht die Multiplikation 
mit b^ sondern nur die mit b zu vollziehen hat. Diese Methode 
rührt von Fourier^ her. 

Es ist nun die Bedingung für die Konvergenz der genannten 
unendlichen Reihe zu finden. 

Weil 

Cv = — [10ry_i -f ar — (co6» + c^b^^i + h ^^-i^ — ^^^ 

b 

ist (s. S. 19), aber die Ziffern Uv und 6r, 6»— i, ... 6i höchstens 9, 
rv_i und r» höchstens T — 1 sind, so besteht die Ungleichung 

cr<\ [10(6 - 1) + 9 + 9(Co + q -\- ... + c,_,) + (6 - 1)], 





also auch 



c^ < — ^ h T" (^0 + ^1 H H ^''-0- 

b b 



^) Fourier, „Analyse des equations determinöes". Paris 1831, p. 188 
(s. Loewy, 1. c, p. 180). 
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Doch jetzt gilt, wenn man 

116 — 2 9 ^ 
= a, —= ß 

F ö 

setzt, 

^1 < « + ßco, 

^2 < « + /»Co + ßc, < (« + ßCo) (1 + /J), 

C3 < a + ^Co + ^Ci + ^c^ < (a + ^Co) (1 + ß)\ 

c. <(a + /SCo)(l + /Sy-S 

und es ist offenbar, daß unsere Reihe konvergiert, sobald das 
von der Reihe gilt 

».+^'['^+(^-0'+-]- 

Weil nun aber hier in der Klammer die bekannte geome- 
trische Reihe für 

1 + ^ L 

lö 1 _ ^stl 

10 
vorkommt, so besteht die Konvergenz, wenn nur 

^ti<l also 6>1 

ist. 

Die neue Divisionsmethode werden wir also vollziehen, indem 
wir 6 >> 1 wählen und dann die in den früheren Gleichungen 
vorgeschriebenen Operationen zur Ermittelung der Ziffern Cv aus- 
führen. Nur achte man darauf, daß c^— i, Cv_2, ... c© nicht zu groß 
gewählt werden, damit Cv nicht negativ ausfalle. Das ist immer 
zu erreichen und ohne eine nachträgliche Verkleinerung von Cv__i, 
Cv_2» ..• ^0 dann leichter, wenn 5^ dreistellig, als wenn es nur 
zweistellig ist. 

Wir bezeichnen noch 

Coby -{- Ci &v_i -f- • * • ~h ^v—i bi = 6v 

als die i^te Korrektion und führen das folgende Beispiel aus: 
Es sei der Quotient von 1 und 2*302 585 092 6 zu bestimmen. 
Wir überlegen, daß der Rang desselben — 1 wird, setzen 
a = 1000, alle weiteren ay = 0, trennen T == 230 ab, setzen 
also 6i = 2, 62 = 5 usw. und bilden: 
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1000 : 230 I 25 850 926 = 4 342 944 ... 

800 = ro . 10 4- tti 
8 = gl 

792 

1020 = ri . 10 + aa 
26 = 62 



994 

740 = ra . 10 4- tts 
55 = 63 

685 

2250 = r^.lO -\- a^ 
68 = ^4 

2182 
1120 = n.lO 4- ü; 
75 = 65 

1045 

1250 = rs . 10 -f- ag 
135 = gß 

1125 

2050 = re . 10 + ay 
145 = 67 

1905 usw. 

Wir sehen nun, daß der Quotient 

0-434 294 4 ... 
ist. 

Die Bestimmung des Bestes, wenn man das Verfahren ab- 
bricht, ist so umständUch, daß wir davon absehen, und das kann 
um so leichter geschehen, als das Verfahren sehr einfach so weit 
fortzusetzen ist, daß der Fehler nur einen sehr kleinen Bruchteil 
der Einheit beträgt. 

§ 6. Das Rechnen mit ungenauen Zahlen i). 

Schon in der Einleitung wurde gezeigt, daß die Operation 
des Wurzelausziehens auf unendliche Dezimalbrüche führen könne. 



^gl. Lüroth, 1. c. und J. Griess, Approximations numeriques, 
Paris 1898. 
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Ebenso ergaben sich solche Brüche bei der Darstellung eines 

Bruches -r durch einen Dezimalbruch, wenn b nicht bloß aus den 

Faktoren 2 und 5 zusammengesetzt war. Die unendlichen De- 
zimalbrüche aber kann man nur näherungsweise oder, wie man 
sagt, „mit begrenzter Annäherung" i) in die Rechnung eintreten 
lassen. Ist a eine durch einen unendlichen Dezimalbruch dar- 
gestellte Zahl, a' eine rationale Zahl, deren Wert nahezu mit 
dem von a übereinkommt, so daß der Unterschied gegenüber a 
dem Betrage nach kleiner ist als eine beliebig kleine Größe d, so 
wird dieser rationale Näherungswert a entweder nicht erreichen 
oder aber übertreffen, d. h. a' ist entweder mit einem negativen 
oder positiven Fehler ^ z/ a behaftet. Das soll heißen, a' sei 
um ^a kleiner oder um ^a größer als a; doch jedesmal ist 

\ a — a' I = z/a. 

Der Betrag des Unterschiedes zwischen der genauen und 
ungenauen Zahl a und a' heißt der absolute Fehler von a'. 

Bei Beobachtungen wird der Sinn des Fehlers oftmals nicht 
festzustellen sein, er wird also positiv oder negativ sein können; 
aber bei rechnerischen Größen wird der Fehler zumeist positiv, 
so z. B. ist _ 

V2 — 1-414 > 0. 

Bricht man den Dezimalbruch für a 

IÖ + 1Ö5 + -" 

nach der Stelle vom Range — n ab, so besitzt man in dem 
Bruche mit n Dezimalstellen einen solchen Näherungswert a' 

kleiner als a, daß sein absoluter Fehler ^a kleiner als 77- ist, 



10~ 



denn es ist 



a — a 



!LLL _4_ '"^-^-^ _L ... < 
in + i 1^ inw + 2 1^ =^ 



lOn + l I lOn + 2 I =^ lOn + 1 1^ 10« 

10 



Dann ist 



10« 
ein a übertreffender Näherungswert solcher Art, daß in 



^) Klein-Sommerfeld, Theorie des Kreisels, 1898, S. 269. 
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a" = a '\- J a 

J a wiederum kleiner als -rrr- ist. Hierzu bedarf es gewiß kaum 

der Bemerkung, daß aber der absolute Fehler von a" ein anderer 
als der von a! sein wird. 

Es gilt, wenn a' = 1*4142 als Näherungswert von y2 an- 
gesprochen wird: 

und a" = 1'4143 übertrifft '^2 um weniger als r^j^- 

So haben wir also in a' und a" zwei um ttt voneinander 

10** 

abweichende Zahlen, die beide Näherungswerte von a sind und 

a in seinen ersten (n — 1) Dezimalstellen genau angeben. Doch 

man gebraucht die Redeweise, ein Näherungswert 

a' = a "^ ^ a 

gebe a auf n Stellen genau, sobald Ja <C jt^ ist, wenngleich 

man doch nur (n — 1) Stellen oder sogar nur (n — 2) Stellen genau 
weiß. In der Tat, wenn in a' die Ziffer vom Range — n null 
oder neun heißt, z. B. wenn a' = 7*450 ist, so gilt 

a' — z^ = 7*449 < a < 7*451 = a' + ^ 



und es sind nur (w — 2) Stellen, in dem besonderen Beispiele ist 
nur eine Dezimalstelle sicher; aber doch sagt man, daß a' und 
a" die Zahl a beide auf n (auf 3) Dezimalstellen genau angeben. 
Die Abkürzung eines Dezimalbruches erfolgt noch in 
der Weise, daß man den Dezimalbruch nach der Stelle vom Range 
— n abbricht und die nte Dezimalstelle unverändert läßt, wenn 
die auf sie folgende kleiner als 5 ist, sie aber um eins erhöht, 
wenn die auf sie folgende gleich oder größer als 5 ist. 

So erfährt z. B. y6 = 2*449 ... die Abkürzungen 2*4 und 2*45. 
Der Fehler, den ein so abgekürzter Dezimalbruch besitzt, ist 

im ersten Falle nicht allein kleiner als 777-, sondern es gilt: 

10** 



2 10« 
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Im zweiten Falle, wenn also beim Abbrechen des Dezimal- 
bruches nach der Stelle vom Range — n diese um eins erhöht 
wird, sobald nämlich die Stelle vom Range — (n -|- 1) größer 
oder gleich 5 ist, wird aus dem Näherungswerte a', wo jetzt 

a — a' ^ TT 



2 10" 
ist, in a' -f- jr- ein neuer Näherungswert a" geschaffen. Doch 

hier ist wieder 

I a — a" I < i— . 
' ' ^ 2 10» 

Bezeichnen wir auch diesen Näherungswert wieder mit a', 
so kann a — a' sowohl vom positiven, als auch vom negativen 
Zeichen sein, aber dann bedarf man einer besonderen Bezeich- 
nung, ob a' zu klein oder zu groß ist. Man findet nun oft in 
Tafelwerken durch die letzte Ziffer des abgekürzten Dezimal- 
bruches oder über dieser im zweiten Falle einen horizontalen 
Strich gezogen. 

So sagt 3*14 als Näherungswert, daß der wahre Wert zwischen 

3*14 und 3-145 liege; aber 3*15 sagt als Näherungswert, daß der 
wahre Wert zwischen 3*145 und 3*15 liege, wobei nur die untere 
Grenze als ein möglicher Wert mit einzuschließen ist. — 

Die Rechnungen mit ungenauen Zahlen ai, 021...«« 
anstatt mit den genauen ai, ag, ... a« werden oft selbst nur 
näherungsweise vollzogen, d. h. bei Ausführung einer oder mehrerer 
Operationen mit den ungenauen Zahlen, sagen wir bei Bildung 
der in einem Symbol f (aj, ai, ... aj») enthaltenen Operationen, 
wird man nur näherungsweise rechnen, weil auch schon durch 
die Näherungswerte eine Ungenauigkeit aufgenommen ist. Der 
Fehler, der somit dem Werte für /*(ai, a2, ... a'„) anhaften 
wird, setzt sich also aus zweien zusammen, aus dem, der 
durch die Wahl der Näherungswerte hervorgerufen ist, und aus 
dem, der durch die ungenaue Rechnung mit den Näherungswerten 
eingeführt ist. 

Es sei erstens 

I /*(«!» aa, ... an) — /"(aj, oi, ... a;) | = ^/"(oi, a^, ... a«) 

und zweitens, wenn man einen mit ai, ai, ... aj» tatsächlich be- 
rechneten Wert mit N bezeichnet, 

I /*(«!, «2, ... a'n) — N \ = 8 f{a[, ai, ... a;). 
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Und da sieht man, daß 

wird, d. h. der JV anhaftende Fehler ist additiv aus z/ und 8 
zusammengesetzt. 

Man stellt nun die Aufgabe, die Berechnung von /'(ai,a2, ... a«) 
so einzurichten, daß der Fehler von N dem Betrage nach kleiner 
werde als eine vorgegebene positive Größe £, also daß 

werde. Doch diese Ungleichung ist natürlich in sehr verschiedener 
Weise zu erfüllen, und da entspricht es nun dem Gebrauche, 

den Betrag 8 kleiner als j^ zu bestimmen, worauf dann 

11 ^<a 
10^ 

zu machen ist. 

So wird man etwa in dem Falle der in der Einleitung ge- 
nannten Aufgabe, nämlich bei der Bestimmung des Präzisions- 
maßes 



11 yl\l 



w— 1 ^ 



2[AA] 
setzen. — 

Jetzt soll man den absoluten Fehler von /*(ai, ai, ... aj,) 
angeben, wenn man /"(aj, ag, ... a») anstatt mit den wahren 
Werten mit Näherungswerten berechnet, denen die be- 
kannten absoluten Fehler z/aj, z/Og, ... z/a„ anhaften. 

Beachtet man, daß man die Werte aj, a^, -»» an aus den 

Werten ai, a2, ... a» entstanden denken kann, indem man diesen 

die kleinen positiven oder negativen Zuwächse doi, da^, ... da^, 

erteilt, so sind nach den Grundbegriffen der Differentialrechnung 

die Größen 

/*(ai, ... a„) — /(ai, ... a'n) 
und 

nahezu gleich, wo durch die den partiellen Ableitungen beigesetzten 
Zeichen (ai) angezeigt sein soll, daß die Werte der Ableitungen 
für das Wertesystem aj, aj, ...a'n zu nehmen sind ; aus dieser 
Tatsache folgert man, daß das Differential von f 
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ist. 

Danach aber kann man insbesondere sagen: 

1. Der absolute Fehler einer Summe a -|- ft ist gleich 
der Summe der absoluten Fehler der Summanden: 

denn es sind 

z/(a + ft) = I a + 6 — (a' + V) \ 

und \ da -\- db \ nahezu gleich und 

d{a -\' h) =^ da -{- db, 

2. Von dem absoluten Fehler der Differenz a — b aber 
sagen wir wegen der Formel 

d{a — b) =z da — db 

nur aus, daß der absolute Fehler der Differenz kleiner, 
höchstens gleich sei der Summe der absoluten Fehler 
von Minuend und Subtrahend: 

z/(a — 6) ^ z/a + Jb. 

3. Der absolute Fehler des Produktes zweier Zahlen 
a und ft, denen die Näherungswerte a' und b' zukommen, ist 

J ab = V J a -\- a' Jb^ 
denn es gilt 

dab = bda -{- adb. 

4. Eine obere Grenze für den Fehler des Quotienten 
T- wird durch den Ausdruck angegeben: 

h'Ja 4- a*Jb 

und nur eine solche kann man daran knüpfen, daß die Differenz 

der Ausdrücke 

ad j V da — d db 

h-y "^^ V^ — 

sehr klein ist. 

5. Der absolute Fehler einer Potenz a* ist 

also der von y a und ^a ist beziehungsweise 
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:== und 



jda 



usw., wobei nur bekannte Formeln der Differentialrechnung zur 
Anwendung zu bringen sind. 

Eine erste Anwendung dieser Formeln besteht in der 
Erledigung der Frage : Mit welcher Annäherung kann man einen Aus- 
druck f{(ht «21 • • • ö^n) bestimmen, wenn man bei der Berechnung 
statt der wahren Werte aj, ag, ... a„, Näherungswerte ai, aii • • • <^n 
benützt, deren absolute Fehler da-^^ z/ag, ... -Ja» bzw. kleiner 
sind als die positiven Größen £,, £2, ... £«• 

Bildet man nämli<?h 






+ 






(«0 



'2 



+ ••• + 



\danj 



(«9 



nt 



SO wird durch diese Summe positiver Größen eine Größe M ge- 
setzt, die nicht kleiner als z/ f ist, d. h. man hat 

Damit besitzt man also eine Größe -flf, bis auf die der Aus- 
druck /*(ai, ttg, ... ttn) bei Benützung der Näherungswerte von 
der genannten Art zu berechnen ist. 

Fragt man z. B. wie weit genau, mit welcher Annäherung 
der Flächeninhalt eines Rechteckes berechnet werden kann, wenn 
die Seiten a und b bis auf ein zehntel Meter genau gegeben 
sind und etwa 

a' = 57-3 m, b' = 42-7 m, ^a= Jb^O-lm 

gilt, so folgt 

^ab= bl'S^h + 42-7 z/a ^ (57-3 + 42*7) 0*1 = 10, 

d. h. man kann /*(a, b) = ab unter den genannten Bedingungen 
nur bis auf 10 Flächeneinheiten genau bestimmen und wird da- 
her den Flächeninhalt ab nur bis auf die Zehner genau rechnen, 
wobei man findet 2440 m^. 

Wird ebenso die Breite eines Rechteckes verlangt, dessen 
Flächeninhalt bis auf 10 m^ genau 2436 m^ ist und dessen Länge 

bis auf — m genau 57-3 m ist, so daß 



a' = 2436, ^a = 10, 
gilt, so wird zufolge der Formel 



V = 57-3, Jb = 0'l 
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eine obere Grenze des absoluten Fehlers von -r 



d. h. man wird die Breite durch den Quotienten -^=— nur auf 

I 'o 

ein viertel Meter genau bestimmen. 

Die umgekehrte Aufgabe der letzten allgemeinen ist es, 
einen Ausdruck /*(ai, a2, ... a») dadurch bis auf eine im vorhinein 
gegebene Größe « zu berechnen, daß man die Näherungswerte 
ai, oi, ... aj» und ihre absoluten Fehler -Jai, z/a2, ... z/a„ ent- 
sprechend der Ungleichung bestimmt z/ /* <C « . 

z//* setzt sich, wie man auch hier beachte i), aus den abso- 
luten Fehlem 

I /"(«li 0^2? ••• ^f) /(ö^i» ^11 ••• ö^n) I 

und 

|/*(ai, ...a;) — iV^I 

zusammen. Wenn man daher bei der tatsächlichen Rechnung 
mit den Näherungswerten ai, ai, ... aj, so rechnet, daß man alle 
Stellen von geringerem Range als dem — wten unterdrückt und 

so abkürzt, daß der absolute Fehler kleiner als ^ 77— wird, so 

2 10** 

Tz 
muß, wenn ^/*< j^j^j, d. h. die Rechnung bis auf fc Einheiten 

der nten Dezimalstelle genau werden soll, der absolute Fehler 

von /"(a'i, ai, ... aj,) kleiner als (fc — ^j rrr- werden. 

Man wird also solche Näherungswerte aj, ai, ... aj, einführen, 
daß 

(©,,-«■+•••+ (l£),-«-<(*-öw. 

(ttv) (a'v) 

wird, welche Aufgabe unbestimmt ist, und wird mit den Nähe- 
rungswerten so rechnen, daß der absolute Fehler kleiner als 

-^ Yfyl wird; denn dabei wird der Fehler für den vorgelegten 

k 
Ausdruck kleiner als rrrr- • 

10»» 



*) Zugleich mit Benze. 
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Beispiele sollen die Vorschrift erläutern. 

Soll man Vs + ^4 + V 5 + Ve bis auf — genau be- 
stimmen, so wird das erreicht, wenn man die vier Wurzeln durch 
solche Näherungswerte ersetzt, daß die Summe der Fehler kleiner 

15 5 

als -r-prr — 77-7 = 777- Ist. Abcr dem wird genügt, wenn man 

lü* lU" L\)^ 

z. B. die vier einzelnen Wurzeln bis auf tt?- berechnet. 

10*» 

Danach wird der absolute Fehler in der Summe von 

Vs = 1-732 050 

fö = 2-236 067 
fß = 2-449 489 

8-417 606 

5 — 1 

kleiner als r^rr und der von 8-417 61 kleiner als 
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Will man wissen, wie genau man in j/S — Vö Subtrahend 
und Minuend braucht, damit der absolute Fehler der Differenz 

kleiner als r^ werde, so hat man 

z/Vs + Z/V5 < ^ 



10* 
zu machen. Das wird erreicht, indem man 

z/y3undz/V5<^^ 



2 10* 

oder gar, indem man Subtrahend und Minuend auf jj- genau 

bestimmt: 

VS = 1-7320, f5 = 1-7099; 

dann hat 

^3 — Vö = 0-0221 

5 
einen absoluten Fehler kleiner als tttt und 0*022 einen abso- 

10* 

luten Fehler kleiner als 



103 

Man könnte nach der letzten Vorschrift auch das Produkt 
zweier endlichen Dezimalbrüche behandeln; doch geht man 
besser folgendermaßen vor: 
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Um gleich die Multiplikation zweier unendlichen Dezimal- 
brüche a und b vorzubereiten, setzen wir 

a = a' -\- Ja^ b = V -\- Jh^ 

wo 

z/a < 10»— ^ z/6<10«-^ 

sei, bilden aber hier das Produkt der endUchen Dezimalbrüche 

V = &„»10« + 6^_ilO— 1 H h &«_;ilO--^. 

Wir ersetzen a'V näherungsweise durch 

^ 10»« + «-* (an6m-x + «n-lftm-x + l H h «„_«&„») 

x = 

und lassen die übrigen Glieder des Produktes a*b\ nämlich 

21 10»« + «-^-'' (an-r6m-;i + ••• + an-A&m-.) 
v = l 

fort. Der so zu vernachlässigende Teil ist darum, weil die b 
Ziffern sind, 

Wenn g(a') die Ziffernsumme von a' bezeichnet, wird also 
der Fehler 

^ 9g(a') 10»+"-^-i (|l + 1 + ... + ^), 

aber auch 

< 9g(a') 10»«+ »-^-1 — ^—— = gf(a') 10»« + «-^. 

Ebenso ist der Fehler bei Vernachlässigung der früheren 
Summe kleiner als g(ft') 10'"+*»"^, wenn g(6') die Ziffemsumme 
von b' ist. Will man danach das Produkt der beiden Faktoren 
a' und &', wo q_{a*) ^ Q.(p') sei, bis auf einen Fehler kleiner 
als B bestimmen, so suche man nur die ganze Zahl A, für die 

g(a') 10»«+*»-^ < B 

wird, vollführe die Multiplikation von a' und b* so, daß man erst 
in a' von der Stelle höchsten Ranges ab k Stellen nach rechts 
weitergeht, ebenso in b\ das man etwa derart unter a' an- 
schreibe, daß die Stellen gleichen Ranges unter einander stehen, 
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und hierauf nach der symmetrischen Multiplikationsmethode bis 
zu Gliedern vom Bange m -{- n — A multipliziert 

Soll z.B. das Produkt von 6324 55 = a' und 9-48683 = V so- 
weit bestimmt werden, daß der Fehler kleiner als j^ wird, so 

hat man 

q{V)AO-^ = 38.10--^ < 10-» 
oder 

38000 < 10^ 

zu machen, und weil das für A == 5 eintritt, so bilde man 

6-324 55 
9-486 83 



4184 31 
55 704 5 
111 

59-999 81. 



Zu einer anderen Ausführung der abgekürzten Multiplikation 
der endlichen Dezimalbrüche a' und b' ordnet man gewöhnlich 
die Glieder der Summe 

in folgender Weise: 

(an 10» 4- an-i 10»-1 H h «n-A lO»"^) b^ 10^ + 

+ (a„10» H h «n-x + llO'-^ + O 6m-llO«»-l + 

+ an 10» 6^_i 10"— ^ 

oder bei anderer Schreibweise so: 

(ana»-i ... an-x) 6mlO~+«-^ + 
+ (an ... Un-x+i) 6«_ilO~+»-^ + 



Dieses Aggregat hält man dadurch fest, daß man für die 
Multiplikation zweier endlichen Dezimalbrüche, die bis auf eine die 
ganze Zahl A bestimmende Größe s genau werden soll, folgende 
Begel gibt: Man schreibe unter den Multiplikanden die Ziffern des 
Multiplikators in verkehrter Anordnung und zwar setze man 6^ 
unter die Stelle vom Bange n — A und multipliziere hierauf mit 
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den nach links hin aufeinander folgenden Ziffern von b nur immer 
die Teile des Multiplikands die über ihnen und links über ihnen 
angeschrieben sind, schreibe dabei die Ziffern niedrigsten Ranges 
unter die Stelle des Multiplikands vom Range n — A und addiere 
schließlich die untereinander stehenden Teilprodukte. Dabei er- 
hält die Ziffer ganz rechts den Rang m -\- n — L 

Ist z. B. 794-5246 bis auf 1 genau mit 231-6473 zu multi- 
plizieren, so beachte man, daß die Ungleichung 

37 X 10*-^ < 10-1 
durch A = 7 befriedigt wird und man danach auszuführen hat: 

794-524 60 
3 746132 



158904 920 


23 835 738 


794 524 


476 712 


31780 


5558 


237 



184049-469. 

Hier verdient noch besonders angeführt zu werden, daß man 
nach der Bestimmung des Ranges des Produktes a' V die Lage des 
Dezimalpunktes von links ab zählend festsetzen und die Multi- 
plikation derart abgekürzt einrichten kann, daß die Stelle von der 
gewünschten Genauigkeit bei vollständiger Verwendung der sym- 
metrischen Multiplikationsmethode nicht berührt wird. 

In dem früheren Beispiele wird der Rang 5, darum bilde man 

794-524 6 
231-647 3 



492 35 869 
1347 02 50 
IUI 

184 049-469 



und man sieht, daß weitere Glieder die Stelle vom Range — 1 
im Produkte nicht beeinflussen. 

Biermanu, Mathematische Näherungsmethoden. o 
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Jetzt erst gehen wir zu der abgekürzten Multiplikation der 
unendlichen Dezimalbrüche 

a = a' -\- ^a und 6 = 6' -f z/6 1). 

Es wird 

x=X 

<gr(a') 10«+"-^ + a'^6 + VJa + Ja Jb 
< 3(aOlO~+»-^ + 10-^« Kfe + W^ + - + T^) + 

+ (^ + fe^ + ••• + fe^)l + ^^'"^"""^ 

o 

Der Fehler, den man also begeht, indem man das Produkt 
ab durch das schon abgekürzte Produkt für a'6' ersetzt, ist 
kleiner ü-Ih 

[g(a') + 20] 10~+~-^ + io«+n-ai. 

und in gewissen Fällen, wo nämlich der Summand 20 eine Ver- 
größerung der früher bestimmten Zahl X verlangt, ist die ab- 
gekürzte Multiplikation unendlicher Dezimalbrüche a nders aus- 
z uführe n, als die endlicher. So hat man z. B. y 38*62 mit 
y 12*38 bis auf 0*1 genau zu multiplizieren, indem man 6*214 
mit 3*518 auf 0*1 genau rechnet, was 21*8 gibt, und hat nicht 
bloß 6*21 mit 3*51 zu multiplizieren, was 21*79 liefert. 

Nun gehen wir wieder zu der Ä^ufgabe zurück, in /* (01,^21 •••ö^n) 
solche Näherungswerte einzuführen, daß J f kleiner als s werde ; 
wollen aber nur noch einige Aufgaben behandeln, um vor allem 
die Willkürlichkeit bei der Wahl der absoluten Fehler der Nähe- 
rungswerte hervortreten zu lassen. 

Soll man z.B. ab = yiÖ X f^ (= 60) auf j^ genau be- 
rechnen, so hat man die Forderung zu erfüllen: 

a'.^y^ + fc'.z/fiÖ < ^. 

Dieser Bedingung wird genügt, wenn man 



^) Bier mann, Monatsh. f. Math. u. Physik, Bd XV (s. S. 17, 1. c). 



§ 6. Das Eeclmen mit ungenauen Zahlen. 35 

7.^V9Ö+10.^f4Ö< j^ 
oder wenn man 

5 
oder gar kteiner als T^rr macht. Setzt man 

yiO = 6-324 55, V9Ö = 9-486 83, 

so ist, wie schon ein früheres Beispiel (s. S. 32) lehrt, das Pro- 

dukt bis auf jL gleich 60. ^ 

Soll man Vs = 2-828 427 .. . mit V 50 = 7-071 067 .. . bis auf 

-T— genau multiplizieren, so wähle man die Näherungswerte mit 

5 1 

Fehlem kleiner als r^ oder gar kleiner als y^, multipliziere 

also 2-82842 mit 7-071 06 bis auf j^- genau. Hier ist A = 5, also 

2-828 42 
6 017 07 



19 798 94 


197 96 


2 82 


12 


19-999 84. 



Soll man die Berechnung von u = 2rjt auf — — genau aus- 

führen, wenn 2r < 10 ist, so hat man die Ungleichung zu er- 
füllen: 

5 

z/w = 23c'Jr 4- 2r'J3C < — -, 

10'^ 

WO n' und / die Näherungswerte von n und r sein sollen. Man 
bestimme aber die absoluten Fehler noch besser gemäß der Un- 
gleichung: 

oder setze gar 



108' *^""' ^ 108 
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Man gebe also % auf vier Dezimalstellen genau, n = 3*1415, 
aber r auf fünf Stellen , etwa r' = 4'273 45, Doch weil es in 

dem Produkte nur auf jr— genau ankommt, so rechne man : 

8-5469 
51413 



25 6407 

8546 

3416 

85 

40 



26*8494. 

Wenn /"(«i, «a, ... a«) mehrere Operationen umfaßt, so hat 
man das bisherige Verfahren mehrmals anzuwenden. Soll z. B. 

f=r^n = (4*273 491 . . . )2 . 3-141 592 60 . . . 

bis auf eine Größe kleiner als r^ berechnet werden, so verlange 

man r^ = u setzend, daß 

5 

^ 10» 
werde; das wird erreicht, wenn 

20^^ + 5^u< j^ 

oder wenn 

gesetzt wird. Man erfülle deshalb, weil 2r <[ 10 ist, die Un- 
gleichung 

indem man z/r <" ttti setzt 

10^ 

Somit rechne man 

f = 4*273 492 X 3*141 5 

auf bloß zwei Dezimalstellen; und das wird 

57*37. 
Ist der umfang eines Kreises u = 6*876, so wird der 

Radius ^, und wenn man diesen auf ^ genau rechnen will, 
2 Jt 102 ^ 
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SO hat man, wenn w' und sr' die Näherungswerte von u und n 
sind, die Ungleichung zu erfüllen: 





1 u u' 

«'2 2n'» 


z/ 3r < 0-045. 


Hiemach setze man etwa 




1 


^1 < 0-01, 


2"^,, ^«< 0-03 


oder aber 








^ 1 < 0-01, 


z/ä < Ol. 


Wird also 








T - ^•^^' 


ä' — 3-1 



gesetzt, so wird in dem Quotienten 1*16 der Fehler gewiß kleiner 

als T^r- • 
102 

Hiermit sind die ersten zwei Fragen der Einleitung be- 
handelt; die dritte Frage, wie man eine näherungsweise Be- 
rechnung bis zu gewisser Kleinheit des Fehlers am besten aus- 
führen müsse, mag bei der Wahl der absoluten Fehler zur Richt- 
schnur dienen, doch eine unmittelbare Beantwortung kann man 
nicht geben. — 

Zur näherungsweisen Berechnung ist noch ein wichtiger Be- 
griff, der des relativen Fehlers eines Näherungswertes a' 
von einer Größe a eingeführt worden. Man versteht darunter 
das Verhältnis des absoluten Fehlers von a' zu a, also 

z/ a 

^^^^^ » 

a 

Der relative Fehler gibt ein Maß für die Genauigkeit des 
Näherungswertes a', denn wenn bei gegebenem a ein Näherungs- 
wert a' angebbar ist, dem ein absoluter Fehler zukommt kleiner 
als der einem zweiten Näherungswerte b' von a zukommende ab- 
solute Fehler, so hat a' einen kleineren relativen Fehler als V und 
a ist relativ besser durch a' als durch b' bestimmt. 

Man sieht nun leicht, daß man die relativen Fehler von 
solchen Ausdrücken f{a'i^ a^, ... a'n) einfach darstellen kann, in 
denen keine Additionen und Subtraktionen mit den Argumenten 
zu vollziehen sind, und daß die vorzüglichsten Regeln für die 
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BestimmuDg der relativen Fehler die über die relativen Fehler 



a 



eines Produktes ab und eines Quotienten t- sind. 



Man hat 
Jab 




< 



V J a , d db 
ba ■" ab 

Vda -\-a'^b 

a 
T 



<, 


Ja 
a 


+ 


b 



IIA 


/l a 
a 


+ 


Jb 
b 



In der Summe der Beträge der relativen Fehler von den 
Faktoren eines Produktes oder des Dividends und Divisors eines 
Quotienten hat man also eine obere Grenze des Betrages des 
relativen Fehlers des Produktes bzw. des Quotienten. 

Es wird aber der relative Fehler der Summe und der Diffe- 
renz dem Betrage nach der Ungleichung genügen: 



z/ (g + &) 
a-hfc 



/la -\- Ab 



-^ ||a|-|6|| 

Zufolge der hier ausgesprochenen Tatsachen wird man es 
bei der Untersuchung des relativen Fehlers zumeist mit Monomen 
zu tun nehmen. 

Als ein Beispiel für den Gebrauch des relativen Fehlers 
diene noch die folgende Untersuchung von Poncelet^). 

Wenn man '^ x^ -\- \ß für die Wertesysteme o:, y, deren Ver- 

hältnis — = w zwischen 1 und oo liegt, also bei geometrischer 

Deutung von x und y als rechtwinkeligen Koordinaten für die Stellen 
des ersten Quadranten zwischen den Geraden x =^ y und y = 
näherungsweise durch einen Ausdruck der Form darstellen will 

ux-\- ßy, 
so wird der Betrag des relativen Fehlers dieses Näherungswertes 

fx^~+V^ — iccx-^ßy) 



ix^ + y« 



1 — 



au-h/J 



Vw» -f 1 
Der Betrag des relativen Fehlers ist somit eine Funktion von u, 



a 



und diese erreicht ihr Maximum für u = -^ und zwar den Wert 

P 

I 1 _ ya2 _|_ ^2 |. 



Vgl. Lorenz, Teohi^ische Mechanik I, S. 197. 
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Man sieht femer, daß sich der Betrag des relativen Fehlers 
bei der Veränderung von m = 1 bis m = oo von 



1 — 



V2 



bis 



1 — a 



ändert. 

Um nun den Fehler auf diesem Wege möglichst klein zu 
machen, fordert Poncelet, daß die relativen Fehler für m = 1 
und M = 00, die von gleichen Zeichen sind, einander gleich 

werden und daß die Fehler für u = co und u = -j^ die von 

entgegengesetzten Zeichen sind, absolut genommen gleich groß 

werden, also 

Va2_^ /32 — 1 = 1 _ a 
werde ^). 

Man findet so zwei Belationen für a und ß 

ß = a(f2 — l) und /32 = 4 — 4a, 

aus denen näherungsweise hervorgeht: 

a = 0-961, ß = 0-398, 

so daß 

a 

ß = 2-^1 

und das Maximum des Fehlers 0*04 wird. 

Doch wenn die Methode der kleinsten Quadrate hier wie 
auch später als bekannt angesehen wird, so kann man die nähe- 
rungsweise Darstellung für ^ x^ -{- y^ in dem genannten Gebiete 

^^^^ 0-961a: + 0-398 y 

auch auf Grund der Forderung finden, daß die Summe der 
Fehlerquadrate an einer Reihe von Stellen Xi, yi des früher ge- 
nannten Bereiches 




i 

ein Minimum werde. 



^) Die Aussagen betreffs der Zeichen der Fehler für t« = 1, oo und 
den Quotienten von a durch ß kann man machen, wenn man sich über 
den Verlauf des Betrages des Fehlers von seinem Maximalwerte und dem 
des Fehlers von seinem Minimalwerte ab mit Hilfe der Vorschriften der 
Differentialrechnung Aufschluß gegeben hat. 



Zweiter Abschnitt. 



Das rechnerische Prinzip in der höheren Analysis. 



§ 7. Unendliche Reihen in der Bechnimg. 

Sind die rationalen und irrationalen, also insgesamt die 
„reellen*^ Zahlengrößen in die Rechnung aufgenommen und ordnet 
man in bekannter Weise jeder Zahl einen Punkt einer Geraden, der 
„Zahlenünie" zu, wonach einem Axiome zufolge jedem Punkte eine 
Zahl zugehört, so ist — was hier einmal ausgesprochen werden 
muß * — selbstverständlich, daß nach dieser Zuordnung unter 
einer Stelle a der Zahlenwert a einer einmal unbeschränkt Ver- 
änderlichen rr, d. h. jedes Wertes fähigen Variablen oder ein 
andermal einer nur beschränkt Veränderlichen verstanden ist. 
Es ist bekannt, daß man unter der Umgebung r einer Stelle a die 
Gesamtheit der Variablenwerte versteht, für die der absolute 
Betrag von x — a kleiner als r ist, und daß man auch sagt, 
ein X Wert liege in der Nähe oder in der Nachbarschaft 
von a und x sei der Werte eines Intervalles fähig usw. 

Denkt man nun mit einer in einem bestimmten Intervalle 
jedes Wertes fähigen Variablen x eine zweite y verbunden, so 
daß jedem der in Rede stehenden x Werte ein Wert von y ent- 
spricht, und wird die Zuordnung durch eine bestimmte Rechen- 
vorschrift bewerkstelligt (wie z. B. beim freien Falle der Weg s 

und die Zeit t durch die Relation s = ^ t^ verknüpft sind), so 

nennt man y eine eindeutige Funktion von x und schreibt 
y = f(x) oder y := (p(x) usw. Doch wenn die Zuordnung ohne 
eine bestimmte, bekannte Rechenvorschrift besteht, wie z. B. die 
der Spannkraft des Wasserdampfes zu seiner Temperatur oder 
die der Größe der Lufttemperatur an einem Orte, zu der Zeit 
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dann sprechen wir nur von einer eindeutigen Abhängigkeit 
y (x) — lies Abhängigkeit y von x — . In beiden Fällen reden 
wir Yon einem Zusammenhange zwischen den Größen x und y"^). 

Der Begriff der mehrdeutigen Funktion und Abhängigkeit 
ergibt sich von selbst 

Jetzt leuchtet auch ein, daß man unter einer Nullstelle 
einer Funktion f(jxi) eine solche Stelle versteht, wo die Funktion 
verschwindet, und daß man bei gegenseitigem Vergleich der 
Funktion in der Umgebung mehrerer Nullstellen ein- und mehr- 
fache Nullstellen zu unterscheiden haben wird, daß man 
insbesondere der Nullstelle a von f{x) = x — a die durch das 
Zusammenrücken von k Nullstellen nach a gebildete ib- fache 
Nullstelle a von f(z) = (x — a)* gegenüberstellt, wo h eine 
ganze Zahl ist. 

Aus der Analysis ist bekannt, daß man zum Behufe der Be- 
rechnung einer bestimmten von einer Variablen x abhängigen 
Funktion y = f{x) von gewisser Eigenschaft oftmals einfach un- 
endliche Reihen herstellt: 

» = 00 

deren Partialsummen 

Sn(x) = 2 c,{x) (n = 0, 1, 2, ...) 

y = 

die Eigenschaft der verlangten Größe immer näher erfüllen, so 
daß die Berechnung der Größe y durch Aufstellung und Summa- 
tion der Reihe geleistet wird. 

Die hierbei in Rede gebrachte Aufgabe, unbeschränkt viele 
Operationen auszuführen, erweckt bereits nach den in der Ein- 
leitung zur Sprache gebrachten Begriffen auch hier keinen An- 
stoß und das um so weniger, als die Anwendung einer bloß end- 
lichen Anzahl von Operationen nur die rationalen Zahlengrößen 
bzw. rationalen Funktionen lieferte. 

Nach diesen Äußerungen hat man nun die Aufgabe, eine 
Funktion y = f{x) in der Umgebung einer Stelle a und ins- 
besondere der Stelle als Summe einer unendlichen Reihe von 
Funktionen fv{x) darzustellen und hier wieder insbesondere als 
Summe einer Folge von Gliedern 



^) Frings heim, Encyklopädie, Bd. II, S. 1. 
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fy {x) = Cv(x — ay 
oder von Gliedern 

Man nennt Reihen von den Formen 

V:= 00 V= 00 




Cv (x — ay, ^ Cy od 

Potenzreihen. 

Doch wenn man eine Funktion y = f{x) in der Umgebung 
einer Stelle a bzw. nach irgendwelcher Methode durch eine 
Potenzreihe dargestellt, in eine Potenzreihe entwickelt hat, so 
hat man sich erst zu überzeugen, ob die Reihe auch eine arith- 
metische Bedeutung hat, das will sagen, ob den Stellen a bzw. 
auch Umgebungen zugeordnet werden können, für deren Stellen die 
Reihen konvergieren, d. h. ihre Partialsummen Sn{oc) nach be- 
stimmten endlichen Werten konvergieren. 

Man sagt, die Entwickelung der Funktion f(x) liefere an 
einer Stelle b einen ihrer Werte oder ihren Wert f(b), wenn b 
zu den Stellen gehört, wo die Reihe konvergiert, so daß man 
also nach Angabe einer beliebig kleinen positiven Größe S eine 
solche ganze Zahl m angeben kann, daß für jedes n > m und 
für jedes v = 0, 1, 2, . . . 

\sn+.(b)-m\<l 

wird, denn dann ist 

lim Sn + y(6) = f{b) 

und es wird 

* rr 00 




c,.(b - ay = f(b). 

Früher ist nämlich nur ausgesprochen, daß die Reihe der Partial- 
summen eine konvergente Zahlenfolge bildet und nach f(b) kon- 
vergiert. In der Tat aus den beiden Ungleichungen 

I s„+,(6) - m i< |-, I snib) - m I < j 

folgt : 

I s„ + ,(6) - s„{b) I = I [s„ + ,(6) - f(b)] - [s„(6) - f{b)] I 
^ I Sn+,(b) - m I + I s„(6) - m I < 8, 

— was man bei geometrischer Versinnlichung verfolgen möge — 
und hier steht nun nur die notwendige und hinreichende Bedin- 
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gung dafür, daß die Reihe der Partialsummen eine konvergente 
Zahlenfolge bildet. 

Es ist im allgemeinen nicht möglich, das Zutreffen dieser 
Bedingung für die Konvergenz erfüllt oder nicht erfüllt zu sehen. 
Und darum stellt man hinreichende Kennzeichen für die Kon- 
vergenz von Potenzreihen her. Ohne daß wir hier auf die Fragen 
der Konvergenz und Divergenz unendlicher Reihen eingehen, sei 
aber das Cauchysche Kriterium als das wichtigste aus- 
gesprochen. 

Wenn der Betrag des Quotienten aus dem Koeffizienten 
eines Gliedes der Potenzreihe und dem des vorhergehenden Gliedes, 
wenn 

bei dem Übergange von v nach unendlich einen bestimmten end- 
lichen Grenzwert r =z —■ besitzt, dann konvergiert die Reihe für 

alle X Werte, für die der Betrag von x — a kleiner ist als B. 

Nach alledem ist es die Hauptaufgabe der Analysis, eine 
irgendwie vorgegebene Funktion f{x) in der Umgebung einer 
Stelle a bzw. in eine Potenzreihe zu entwickeln. Das aber 
geschieht nun, wenn diese Entwickelung überhaupt möglich ist, 
mit Hilfe der — später ganz nebenbei auftretenden — Taylor- 
schen Formel, die nämlich die Funktion f{x) durch die Summe 
einer ganzen rationalen Funktion 

g{x) = /^(a) + ffl (^ _ a) + ... + ^"^^ {x - a)% 

wo f^^{a) den Wert der vten Ableitung von f{x) an der Stelle a 
und V ! (lies v Fakultät), das Produkt 1 . 2 . 3 . • • • r bezeichnet, und 
eines Restgliedes ausdrücken lehrt: 

WO nun die positive Zahl ^ <; 1 ist, so daß a -\- ^ {x — a) 
eine zwischen a und x liegende mittlere, aber unbekannte Stelle 
bedeutet. 

Wenn dann für unendlich werdende n 

limJin(a;) = 
wird, so entsteht aus der Taylor sehen Formel 
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fix) = g(x)-^Iin{x) 
die sogenannte Taylorsche Reihe: 

fix) = fia) + f-^ ix-a)-^f^(x- ay + .••, 

die für a = in die MacLaurinsche 

Übergeht. 

§ 8. Ansifertung der unendlichen Reihen. 

Bevor wir solche Reihen hier in Erinnerung bringen, muß 
noch von der Berechnung des Wertes einer unendlichen Reihe 
und von Rechenoperationen mit unendlichen Reihen die Rede 
seini). Um den Wert einer konvergenten Reihe 

V:=z 00 

v — o 

an einer Stelle Xq des „Konvergenzintervalles'' zu finden oder zu 
beurteilen, hat man nur Partialsummen der Reihe für den Wert Xq : 

v=zn 
Sn (^o) ^^^ ^ j ^v Xq 

VzrzO 

in Betracht zu ziehen und daneben den Rest der Potenz- 
reihe an der Stelle Xq, d. h. den Wert der Reihe 



00 




Uv Xq lin (Xo) 

v=n-\-l 

abzuschätzen, damit man ersehe, inwieweit Sn(xo) den Wert der 
Potenzreihe an der Stelle Xq genau liefert 

Hierzu dienen folgende Sätze 2): 

Ist die Potenzreihe in einer Umgebung r von a konvergent 
und weiß man bereits, daß die Beträge 

I an^,v(x — ay I (v= 1, 2 ...) 

für den x Wert x' in der Entfernung r' < ^ von a kleiner als gr' 
bleiben, so ist für einen a; Wert Xq noch näher an a, als r' an- 
zeigt 

^) Runge, Theorie und Praxis der Reihen (Sammlung Schubert XXXII). 
') Vergleiche z. B. Biermann, Elemente der höheren Mathematik, 
S. 294. > 
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Bn+y{Xo) I <g, 



Xn — a 1" + ^ 



1 



y'w-hl 



1 — 



Xn — a 



Bilden aber die Glieder 

I an+. (a:' ~ a)~+- I (i; = 1, 2, 3, ...) 
sogar eine Folge abnehmender Größen, so kann man offenbar 

gr' = I a„+i I Ix' — a |~ + i 
setzen, und nun wird 

I EnM^o) I < I «n + l I I ^0 -a 1" ^ 



1 — 



Xq — a 



Stehen endlich die Koeffizienten a^^v in solcher Beziehung 
zueinander, daß 

An + f + 1 



A 



•n + v 



mit wachsendem v immer kleiner wird, und somit 



a 



n-^H 



öt» + l 



«n + i 



ttn + .tt— 1 



< 



gilt, so wird 



dn + fi-'l 

^+1 



Q^n-i-8 
ötn+2 



Q^n + 2 
ö^n + l 



< 



/i-1 



/i= 00 



Bn^v(xo) I < I a„+i \\x^ — a |"+i ^ 

^ , . * \ x^ — a l~+i 



^n + a 



«n + l 



a;« — a 



< 



1 — 



Q^t + a 

ö^n + l 



I iPo — a I 



Kann man auf Grund dieser oder ähnlicher Sätze den Rest 
einer Potenzreihe abschätzen und kann man für zwei konvergente 
Potenzreihen 



V=Z OD 



Vz= 00 



^i(^ — a) = 2 ^(^ "" ^y^ ^^(^ — ö^) = S ^"(^ — ^y 



v=0 



v = 



solche Partialsummen Sn bzw. 6n angeben, daß diese Näherungs- 
werte bedeuten, deren absolute Fehler kleiner als t^t- sind, dann 

10" 

wird der absolute Fehler von Sn<Jtn welches Produkt näherungs- 
weise statt des Produktes der Reihen gesetzt werden soll, 

1 



< 



10* 



(hn I + I (Jn I). 
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Ersetzt man aber den Quotienten der beiden Potenzreihen 
durch — , 80 macht man einen absoluten Fehler 



% {x — g) _ Sn 
% {x — a) 6n 

Soll man 






yWi = isn + B. 



< 



1 |Sn| + |(^n| 



10»» 



2 



<JS 



berechnen, wo s« >> vorausgesetzt werde, und setzt man auch lt„ 
als positiv voraus, so ist der absolute Fehler, den man dadurch 
begeht, daß man y^x durch Y^ ersetzt: 



Ebenso wird 

3 8 



% — s, 



v^i + y^ 



ü«_ 1 1 



^1— s. 



8 



3. 



3. 






^ 1 1 

was in anderer Form auch schon früher (s. S. 28) ausgesprochen war. 



§ 9. Berechnung des Logaritlimns. 

So vorbereitet kommen wir nun auf die Berechnung des 
natürlichen Logarithmus einer positiven Zahl zu sprechen. Die 
Basis des natürlichen Logarithmus einer positiven Zahl a, der 
mit la bezeichnet werde, ist bekanntlich 

e=l+^ + ^H = 2-718281828 ..., 

die hier nicht näher einzuführen ist Man hat also 



und es ist 



dlx 
dx 



1_ 

X 



Man findet nun in jedem Buche über Differentialrechnung die 
vte Ableitung nach x von l (l -{- x) an der Stelle a? = 
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l ^^^a + ^) i _ r,_ iv_x (v- 1)!-| 

wo die den Elammerausdrücken beigefügten Aussagen x = 
bedeuten sollen, daß man die Elammerausdrücke an der Stelle 
a; = zu nehmen habe. Die Entwickelung der Funktion 
1(1 -\-x) nach Potenzen von x lautet daher nach derMacLaurin- 
schen Reihe 

?(i + .) = f-|^ + f-..., 

und zwar hat diese Reihe nach dem Konvergenzkriterium von 
Cauchy für solche x Werte eine arithmetische Bedeutung, die 
dem Betrage nach kleiner sind als eins. 

Ebenso konvergiert in dem Intervalle von — 1 bis -|- 1 die 
MacLaurinsche Reihe für 1(1 — x) 

, ,, V X x^ x^ 

Wenn man die beiden Reihen voneinander subtrahiert, so 
folgt: 

'(^)=KT + f + f + ■•■)• 

Wenn man aber 1(1 ib ^) durch die Taylorschen Formeln 
darstellt: 

X x^ . a;2n 1 a;2» + i 



12' 2n ' 2w + 1 (1 + '9'i:r)2n + i 

bzw. 

vT "•" 2 "l ^ 2n) 2V+ 1 (1 — a'2a;)2« + i ' 

wo #1 und '9'2 zwischen und 1 liegende unbekannte Zahlen 
sind, so erhält man 

und zwar ist 



Setzt man 



1 + ^ 1 y — 1 

- — ■ — = 2/, also X = - — r-^, 

1 — X ^' y + 1 
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SO daJJ dann, wenn x das Intervall von — 1 bis + 1 durch- 
läuft, sich y von bis + oo ändert, so erhält man die Ent- 
wickelung: 

Wenn man gar noch 

setzt, wo a eine positive Größe sei und sich nun z von — a bis 

4- ^ ändern kann und 

z 

^~ z + ^a 
gilt, so entsteht die Entwickelung : 

Das Restglied in der entsprechenden Taylor sehen Formel 



+ ^»- (m^) 



heißt dann: 

^'- V + 1a) "^ 2w + 1 LUa + ^(1 +a'i)/ "^ 

+ V2a + ^(1— "^) J 
und weil hier jede der Potenzen bei positivem z kleiner als 

( TT— 1 ist, so wird der Fehler in der für ^ = 1 entstehenden 
\2a/ 

besonderen, alsbald zur Anwendung gelangenden Formel 

^(« + 1) = ^« + 2 [2^ + fWW + •••] 

beim Abbrechen der Reihe mit dem Gliede 

2n — 1 



kleiner als 



2 ^ ( ^ V 

2 » — 1 V2 a + 1/ 

2 /M*""^' 
2w-|-l\2a/ 
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Will man somit im Falle a = 1 , sf == l den natürlichen 
Logarithmus von zwei näherungsweise durch 

ausdrücken, so ist der Fehler kleiner als 

7 . 27 ^ 108 
Doch wenn man 12 näherungsweise durch 

2 [i + T p + - + n ^] = «-«^^^^^^^^ - 

ausdrückt, so ist der Fehler kleiner als 

1 .2 



< 



13.2^2 ^ 105' 

und in solcher Weise findet man auf fünf Dezimalstellen genau 

?2 = 0-69314 .... 

Jetzt ist es ein Leichtes, nach und nach die Logarithmen der 
Primzahlen etwa kleiner als 20 zu finden, wenn man noch die 
bekannten Relationen heranzieht: 

l (xy) = lx -\- ly, {Ix*^ ^== nix) 

Es wird für a = S^ z = l: 

\SJ \2y Vl7^3 17»^5 17-^^ y' 

und hieraus folgt: 

Z3 = 1-09861 ...; 

dann wird für a = 80, jgr = 1 : 

und aus dieser Gleichung folgt: 

1 5 = 1-609 43 ... . 
Für a = 2400, z = 1 ergibt sich aus 
/2401\ _ 74 _ r^__ r _J_ 1 

V2400/ 2^3.52 [4801 "^ 3 48013 "^ J 

n = 1-94591 .... 

Biermann, Mathematische Näherungsmethoden. a 
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Im Falle a = 120, ^ = 1 findet man eine Relation für 

ni = 2-397 89 ..., 
indem 

\UOj \2ä.3.5/ [241 ^ 3 241' ^ J 

ist Für a = 168 iind = 1 findet man 

\168/ \2K3.7j [337 ^ 3 337» ^ J 

und nun 

Z13 = 2-564 94 .... 

Ebenso führt 

a=2* = 16, 0=1, Z17 = 2-83321 ... 

herbei, und endlich, wenn 

a= 360 = 23.32.5, js = l 
ist, wird 

119 = 2-94443 ... . 

Nun kann man den Logarithmus jeder aus den bisherigen 
Primzahlen zusammengesetzten ganzen Zahl herstellen. Doch wir 
geben hier nur 

nO = Z2 + Z5 = 2-302 585092 6 ... 

an und gerade diesen „natürlichen Logarithmus", weil man 
diesen Wert zur Angabe des Briggschen Logarithmus, d. i. 
des Logarithmus einer positiven Zahl in Beziehung auf die Basis 
10, nötig hat. 

Bezeichnet man diesen Logarithmus von a mit log a, so 
liefert die Logarithmierung der Identitäten 

c^« = a, c^io = 10: 

l a . log e = log a, flO . log e = log 10=1 

und somit 

log a = jj^ = M.la, 

d. h. man findet den Briggschen Logarithmus von a, indem man 
den natürlichen Logarithmus mit dem schon an früherer Stelle 
(siehe S. 22) berechneten reziproken Werte von 1 10, nämlich mit 

M=j^ = 0-434 294... , 
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d. i. dem Modul des Briggschen Liogarithmensystems, multi- 
pliziert. 

Nach diesen Auseinandersetzungen kann man also auch die 
Berechnung des Briggschen Logarithmus jeder aus den Prim- 
zahlen kleiner als 20 zusammengesetzten ganzen Zahl als erledigt 
betrachten; auch macht es keine Schwierigkeiten, zunächst den 
natürlichen Logarithmus einer anderen Primzahl herzustellen und 
hierauf den Briggschen Logarithmus. 



§ 10. Das Bestglied der Blnomialreilie. 

Wendet man die Taylorsche Formel auf die Funktion 

fix) = (1 + xy 

an, so erhält man: 

(1 + ^)« = 1 + (^) X + Q «;« + .. .4-Q a^ + Bnix), 
wo 

Bn{x) = (^ 7. i) (1 + «-a;)"— ^"+'>a;»» + i (0 < «• < 1) 
ist und 



rm\ _ m{m-l) Jm-v + l) _ ^ 

\vj 1 .2. ••• V ^ ''VI/ 

bedeutet Li der Differentialrechnung zeigt man ausführlich, daß 
der Best für einen x Wert von kleinerem Betrage als eins mit 
wachsendem n dem Betrage nach immer kleiner wird und daß 
in dem Intervalle von — 1 bis -|- 1 die Mac Laurinsche Reihe 
gilt: 

(1 + ^)"* = 1 + (7) ^ + (2) ^' + •••• 

Darum aber wird 

(a + 6)- = a- [1 + IP, 

<< 1 ist, in der Form darzustellen sein: 



wenn 



a 



„ + .).= ». [1 + (7) i + (^)Q' + ...]; 



z, B. 

s 

125^ 

4* 



yisö = y53 + 10 = 5 f 1 + ■^\ 
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Doch die letzte Formel und ihre Anwendung zur Berechnung 
einer vorgegebenen Wurzel kann auf eine viel bequemere Form 
gebracht werden. Wenn man die frühere Taylorsche Formel da- 
durch umändert, daß man m durch — m^ x durch — x ersetzt, 
so ergibt sich: 

1 1 I *w , m (m + 1) „ , 

und zwar ist 

P . . m(m + 1) .,. (m -\- n) x^-^^ 

^» W — 1.2. ...(w+ 1) (1 _ ^a;)»»» + ~ + i ' 

Setzt man aber hierin 

X = — : — 7-, also z ^= 



;^ + l' 1—x' 

80 daß das Intervall von — ^ bis -|- oo durchläuft, während x 
das von — 1 bis -)- 1 durchschreitet, so wird: 

, w(w+ 1) .,. (m + n — 1) (_J_Y , p 
^ 1.2. ...n \T+l) +^'* 

und 

P _ m(m + 1) ... (m + n) jg*»+^ (;g + 1)*^ 

"~" 1.2. ..-(n-f- 1) [1 + (1 — '9');2f]«+« + i' 

Um dieses Bestglied, das im Zähler wieder den Faktor 
(1 -|- z)^ enthält, zu beurteilen, wird man, wenn ein besonderer 
Fall hervorgehoben werden soll, im Falle eines positiven if <; 1 
einen solchen Wert a aufsuchen, der größer ist als (1 -f- xf)"*; 
dann sieht man, daß 

m(m + l)...(m + « ) 
"^ 1.2....(n-|-l) ^ 

wird, denn der von e abhängende Faktor im Nenner ist in dem 
vorliegenden Falle eines positiven e Heiner als 1 stets größer als 1. 
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Danach bestimme man für 

8 i 



8 



z = 



10» ' iSf + 1 



108 



27 



und setze 



^/ r 1 

Vl35 = 5[l + ^ 



2_ ■ 1.4 
27 "+" 32.2! 



V27y ^ 38.3! \27y ^ 



+ 

= 5 [1-000 000 
+ 0-0246913 
+ 0-001 219 3 
4- 0-000070 2 
4- 0-000004 3 

und somit 

8. 



1.4.7.10 
3*. 4! 



m + «.] = 



+ U^] = 5 [1-025 985 1 h JB4] 



yi35 = 5-129 92 \-oB^. 

Indem man u ■= 1-03 setzt, so erhält man 

1.4.7.10.13' 



U4 < 1-03 . ^- 



3^5! 



-) (0 



< 



108' 



und danach sind die früher berechneten fünf Dezimalstellen der 
dritten Wurzel von 135 sicher richtig. 

Damit soll der Leser die für die Folge erwünschte arith- 
metische Vorbereitung gefunden haben. 

Dem Namen nach hier noch zu nennende rechnerische Auf- 
gaben betreffen einerseits die Transformation von unendlichen 
Reihen in andere, die schneller konvergieren^), und andererseits 
die sogenannten halbkonvergenten Reihen^), d. h. nicht 
konvergente, sondern — wie man sagt — divergente Reihen 
und zwar solcher Art, daß bei einer einmal passend gesetzten 
Anordnung der Summanden die Partialsummen Snipo) einen ge- 
gebenen arithmetischen Ausdruck mit verhältnismäßig großer, 
aber nur mit begrenzter, d. h. nicht mit beliebig fortzusetzender 
Annäherung darsteUen. 



^) Vgl. in der Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften den 
Aufsatz von Pringsheim, Bd. I, S. 101; Runge (s* S. 44, 1. c). 
«) Ebendort, S. 108. 
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Eine solche halbkonvergente Reihe tritt z. B. bei Behandlung 
des in der Wahrscheinlichkeitslehre wichtigen Integrales 

t 



\ 



auf. 

Andere Reihen dieser Art haben die sehr bemerkenswerte 

Eigenschaft, daß der Grenzwert von rr** 8n{x) für wachsende a: Werte 

gleich wird 

lim x^F{x\ 



X= OB 



in welchem Falle Poincare^) sagt, daß die Summen Sn(x) eine 
asymptotische Darstellung von F{x) liefern, worauf er 
die Reihe eine asymptotische nennt. 



^) Poincare, Acta mathematica 8, 295. 



Dritter Abschnitt 
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§ 11. Die graphische Darsteliang einer Fnnktioii und einer 

Abhängigkeit i). 

Hier besprechen wir aus alsbald sich ergebenden Gründen 
zuerst die graphische Darstellung eines Zusammenhanges zwischen 
zwei Größen x und y; z. B. wenn die einzelnen, auf Grund von 
Beobachtung festgestellten x Werten x-^^ x^^, ... Xn zugehörigen 
y Werte, die j/,, ya, ... y» heißen, auch durch Beobachtung ge- 
geben sind, so daß die zusammengehörigen Wertepaare Xv^ y» 
nur näherungsweise bekannt sind. Man beachte jedoch, daß auch 
im Falle einer Funktion y = f{x) die bestimmten, einfachen und 
willkürlich zu wählenden x Werten zugehörigen y Werte im all- 
gemeinen nur näherungsweise angegeben werden und deshalb 
auch hier die zusammengehörenden Wertepaare o:,, y^ des Zu- 
sammenhanges nur ungenau bekannt sein werden. 

Ordnet man diesen Wertepaaren (iCy, y») (v = 1, 2, ... n) in 
einer Zeichnenebene mit einem Achsenkreuze in bekannter Weise 
Punkte P»(v = 1, 2, ... n) mit den Koordinaten ^r^, y^ zu, so 
werden auch bei Eintragung dieser Punkte in die Zeichnenebene 
Fehler gemacht werden. Will man hierauf die Kurve angeben,, 
die den wahrscheinlich genauesten Verlauf der Funktion oder 
Abhängigkeit zeigt, wir sagen den wahrscheinlichsten Zu- 
sammenhang zwischen den Veränderlichen x und y geometrisch 
darstellt, so beachte man unter der Annahme, daß die Fehler 
keine regelmäßigen seien, also etwa auf einen Fehler eines Meß- 
instrumentes oder auf eine Anomalie des Beobachters zurückführ- 



^) Berger, Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 49, S. 306. 
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bare, sondern daß die Fehler zufällige seien, daß zum Zwecke 
der Zeichnung der Kurve gemäß der Lehre von den Beobachtungs- 
fehlem folgende Momente festzuhalten sind: 

1. Daß positive und negative Fehler, die den Punkten Fy an- 
haften, gleich häufig vorkommen werden und somit bei großem n 
ebensoviele der eingetragenen Stellen oberhalb als unterhalb der 
zu zeichnenden Kurve angeordnet sein werden. 

2. Daß kleine Fehler häufiger vorkommen werden als große, 
ja daß sogar die algebraische Summe der Fehler nahezu null 
sein wird. 

3. Daß man jeden Punkt Pv mit einem Wertigkeitskoeffi- 
zienten versehen, mit einem gewissen Gewichte ausstatten kann, 
das man etwa durch eine um P» gelegte Kreisfläche darzustellen 
vermöchte, und daß der Schwerpunkt zweier aufeinander folgenden 
bewerteten Punkte Py und Py + 1 der wahrscheinlichsten Form der 
verlangten Kurve näher liegen wird als die zwei gegebenen Punkte. 

Die Bestimmung von Schwerpunkten aufeinander folgender 
Punkte Pr und P» + i (i; =r 1 , 2, 3, ... (n — 1)), die bei gleichen 
Gewichten in die Halbierungspunkte der geradlinigen Verbindungs- 
strecken aufeinander folgender Stellen fallen, kann nicht ohne 
weiteres mehrere Male wiederholt werden, wenn man Punkte haben 
will, die der wahrscheinlichsten, auch einmal ganz unbekannten 
Kurve immer näher liegen, weil die Größe und die Richtung des 
einzelnen Fehlers in jedem Falle ganz unbekannt sind. 

Aus den nachfolgenden Zeichnungen (Fig. 1 bis 5) ist zu 
ersehen, welches die Größe und die Richtung des Fehlers ist, den 
der aus zwei Punkten P, und Pv + i von gleichen Gewichten ge- 
wonnene Schwerpunkt P' gegenüber der bekannt gedachten Kurve 
besitzt. 

Es liegen Pr und P^ + i auf ungleichen oder gleichen Seiten 
der Kurve oder diese kehrt einmal ihre konvexe, ein andermal 
ihre konkave Seite zur Verbindungslinie der Punkte und endlich 
schneidet die Verbindungsstrecke von P» und Py+i die Kurve 
in der Nähe eines Wendepunktes oder schneidet sie nicht. 

. Femer leuchtet aus den weiteren zwei Zeichnungen (Fig. 6 
und 7) auch ein, daß eine Kurve von der fehlerhaften Stelle Pr 
um so mehr abweicht (bei gleichem d /l um so größer ist), je 
steiler sie in der Nähe von Pr gegenüber der x Achse verläuft 
und um so weniger abweicht, je geringer die Neigung gegen die 
X Achse ist. 
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Fig. 1. 
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Fig. 2. 




Fig. 4. 



Fig. 3. 
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Fig. 6, 



Fig. 5. 
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Fig. 7. 
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Unter den genannten Gesichtspunkten zeichne man bei den 
späteren Aufgaben die dort in Rede kommenden Kurven, die den 
Verlauf von Funktionen und Abhängigkeiten auf Grund von 
näherungsweise zutreffenden Berechnungen oder fehlerhaften Be- 
obachtungen an einzelnen Stellen angeben sollen und entnehme 
aus einer Figur, wie das der Techniker oftmals macht und machen 
muß, den ungefähren Wert der abhängigen Größe für neue Werte 
der unabhängigen Variablen. 



§ 12. Eine geometrische Losimgsmethode algebraischer 

Oleichimgen. 

Wir behandeln nun in erster Linie eine konstruktive Lösungs- 
methode algebraischer Gleichungen 

UqX^ -f- aiX^-"^ + *'• + «n — 1^ + «n = 

mit reellen Koeffizienten, wenn dabei auch mancher Beweis unter- 
drückt werden muß. 

Ist eine Gleichung zweiten Grades mit reellen Koeffizienten 

vorgelegt: 

(3to a;^ -f- ttj ^ -f- 03 = 0, 

so bestimme man die sie befriedigenden zwei Variablenwerte 
etwa in folgender Weise durch eine Konstruktion: Man setze 
erst x^ = y, worauf die Gleichung zweiten Grades in die folgende 
übergeht: 

«oy + «1^ + «a = Ö, 

deute X und y als rechtwinkelige Koordinaten der Punkte einer 
Ebene, dann treten die Lösungen als die Abszissen der Schnitt- 
punkte der Parabel und der Geraden mit den Gleichungen 

y = x^ und 1 ^— = 1 

auf. 

Zeichnet man also die Parabel, deren Scheitel in den An- 
fangspunkt und deren Hauptdurchmesser in die positive y Achse 
fällt, und zeichnet die Gerade, die auf der Abszissen- und Ordi- 
natenachse die Abschnitte 
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von dem Koordinatenanfangspunkte ab hervorruft, so hat man in 
der Abmessung der Abszissen der Schnittpunkte beider Gebilde 
das Mittel, die Lösungen der Gleichung in einem willkürlich zu- 
grunde gelegten Maßstabe näherungsweise anzugeben. — 

Sind die Schnittpunkte nicht reell, so sind es auch nicht die 
Wurzeln. 

So zeigen die Schnittpunkte der genannten Parabel und der 
Geraden x — 2y-|-3 = (Fig. 8) die Abszissen — 1 und |, 

Fig. 8. 




^x 



und danach sind die Lösungen der Gleichung 1x^ — x — 3 = 
eben — 1 und f. 

Ist die Gleichung dritten Grades aufzulösen: 

ao a;3 -|- a^ a;2 -|- tta a? -(- Og = 0, 

so setze man wieder x'^ = y. Dann sind die Lösungen der vor- 
gegebenen Gleichung als die Abszissen der im Endlichen ge- 
legenen Schnittpunkte der Parabel und der Hyperbel mit der 
Gleichung 

a^xy -\- Uiy -{- a.2X -{- Us = 
zu betrachten. 

Die Asymptoten dieser Hyperbel sind parallel den Koordi- 
natenachsen und schneiden einander in dem Punkte mit den 
Koordinaten 



»1 



ag 



^ - ~ 5;' "^ - ~ ^' 

und der im Endlichen gelegene Schnittpunkt der Hyperbel mit 

der X Achse, wo v = ist, hat die Abszisse • 

Sind diese Elemente bekannt, so kann man die Hyperbel in 
einer Weise zeichnen, wie alsbald bei Behandlung der Gleichungen 
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yierten Grades näher zu beschreiben sein wird, und die Abszissen 
ihrer Schnittpunkte mit der Parabel geben die Lösungen unserer 
Gleichung dritten Grades. 

Liegt die Gleichung vierten Grades vor: 

so setze man wieder x^ = y, schreibe also die Gleichung vierten 
Grades in der Gestalt: 

a^y^ -^ a^xy -{- a^y -{- a^x -\- a^ = 0. 

Dann sind die Wurzeln der gegebenen Gleichung als die Abszissen 
der Schnittpunkte der Parabel und der Kurve zweiter Ordnung zu 
deuten, die durch die letzte Gleichung definiert ist; sie stellt 
eine Hyperbel dar. 

Die eine Asymptote dieser Hyperbel läuft parallel zur x Achse, 
die andere aber unter einem Winkel gegenüber der positiven 

Richtung der x Achse, dessen Tangente ist. Die beiden 

Asymptoten schneiden einander in dem Mittelpunkte C der 
Hyperbel und dieser hat die Koordinaten: 

^ = — ^^ — ' '' = -^- 

Die Gleichungen der Asymptoten lauten daher: 

+ r\ I I ÖIi fit« (In öto -. 

aa = 0, aiX -\- üoy -{- ^ ^—^ = 0, 

und endlich der früher genannte Schnittpunkt der Hyperbel mit 

der X Achse besitzt die Abszisse ^ • 

Zeichnen wir aber von einer Hyperbel, wie in dem letzten 
Falle, ihre Asymptoten und nehmen noch einen ihrer Punkte M 
auf wie z. B. einen ihrer Schnittpunkte mit der x Achse, so 
findet man bekanntlich den auf einer Parallelen g zu der einen 
Asymptote befindlichen Hyperbelpunkt, indem man durch M eine 
Parallele zur zweiten Asymptote legt, die g in dem Punkte A 
schneide (Fig. 9), dann den Punkt A mit dem Mittelpunkte der 
Hyperbel verbindet und nachsieht, wo diese Verbindungslinie die 
durch M gelegte Parallele zur ersten Asymptote schneidet und 
durch den Schnittpunkt B eine Parallele zur zweiteii Asymptote 
legt. Dort wo diese die Gerade g schneidet, in dem Punkte M' 
der Figur, hat man einen Hyperbelpunkt. 
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Danach kann man die Hyperbel zeichnen und somit die reellen 
Wurzeln der Gleichung vierten Grades näherungsweise angeben. 
Im Falle der Gleichung dritten Grades 

x9 — 4:X^ — 2x -[- ^ = 

hat der Mittelpunkt der Hyperbel die Koordinaten (4, 2) und 
die Hyperbel schneidet die x Achse in der Entfernung 2 vom 

Fig. 9. Fig. 10. 




^x 




*-% 



Anfangspunkte. Aus der Fig. 10 ersieht man zwei näherungsweise 
Werte Xi = — 1*1, X2 = 0'8. Der dritte außerhalb der Zeichnen- 
fläche liegende Schnittpunkt hat eine solche Abszisse x^^ daß die 
Summe Xi -^ x^ -\- x^ = ^ ist; man hat danach x^ = 4-3. 
Als zweites Beispiel führen wir das folgende aus: Es sei 

x^ — Ax -{- -z=0^), 

o 

so wird I = 0, 1? == 4 und es ist 

12a; — 4 



y 



3x 



Aus der Fig. 11 (a. f. S.) liest man ab: 

Xi = 0-34, x^ = 1-82, x^ = — 2-12. 
In dem besonderen Falle der Gleichung 

x^ — 2x^-^x^—3x-\- 6 = 
besitzt der Mittelpunkt C die Koordinaten 

(-1, -f), 



^) Zimmermann, Eisenbahn-Oberbau, S. 193. 
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die Gleichmigeii der Asymptoten lauten: 

nnd der im Endlichen gel^ene Sdmittpnnkt der Ejpexbel mit 
der X Achse hat die Ahszisse 2. Ans der Zeidmnng Fig. 12 
liest man ab, daß es keine reellen Wnizeln gibt 

Fig. 11. Flg. 12. 




>►! 




^I 



Ln Falle einer algebraischen Gleichung nten Grades mit 
reellen Koeffizienten 

gehe man dadurch in entsprechender Weise Yor, daß man die 
Kunren mit den Gleichungen 

y = rr»-i, a^xy + a^y -\- a,a;»-« -| 1- o^ = 

mit Hilfe einer Reihe ihnen angehörender, bloß durch eine be- 
grenzte Anzahl einfacher Rechnungsoperationen zu bestimmender 
Punkte näherungsweise zeichnet und die Abszissen der im End- 
lichen gelegenen Schnittpunkte abmißt. Diese Abmessungen liefern 
näherungsweise die reellen Wurzeln der gegebenen Gleichung wten 
Grades. 



§ 13. Mehrfache NullsteUen. 

Nach dieser Vorschrift zur Ermittelung von Näherungswerten 
reeller Lösungen einer algebraischen Gleichung 

fix) = 
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soll durch eine Betrachtung der Differentialgeometrie erwiesen 
werden, daß jede mehrfache reelle Nullstelle von f{x) auch Null- 
stelle der durch den Ableitungsprozeß zu gewinnenden Funktion 

f(x) = na^x""-^ + (^ — l)<h^~^ H h 2a„_2^ + «n-u 

d. h. der ersten Ableitung f{x) ist^). 

In der Tat soll f(x) eine zweifache Nullstelle haben, die wir 
durch das Zusammenrücken zweier einfachen Nullstellen entstanden 
denken, so werden die den Gleichungen 

y = a^-\ a^xy + a^y + a^x""-^ -^ 1- a„ = 

zukommenden Kurven in ihr eine gemeinsame Tangente haben. 
Daher kann man zunächst sagen, damit eine Doppelwurzel der 
Gleichung f(x) = bestehe , müssen an Stellen von gleicher 
Abszisse die Richtungskoeffizienten der Tangenten, das sind die 

Werte für ^ übereinstimmen, d. h. es müssen für dasselbe x die 
dx 

Ausdrücke 

(n— l)ir'»-2 

und 

( ao7+a. ) [''•ä' + (" - 2)0,0:"-* + ... + «„_x] 

einander gleich sein. Doch weil in demselben Punkte auch die 
zu gleichen x Werten gehörenden Ordinaten y übereinstimmen 
müssen, so folgt die Gleichung 

ao(w — l)ir»--^ -|- ya^ = na^x^-"^ = 

= — [(w — l)a^x^-^ + .•• + a„_i] 
oder 

Nennt man die zweifache Nullstelle, die bestehe, Xi^ so wird 
also die Taylorsche Entwickelung von f{x) in der Umgebung von Xi\ 

fix) = {x- x,y Qp^ + ... + (^ _ a-O" ^^^- 

Sollen drei Nullstellen von f(x) zusammenfallen, so werden 
auch zwei Nullstellen von f(x) vereinigt liegen, d. h. auch f^(x) 
wird für einen x Wert, der f(x) und f{x) zum Verschwinden 
bringt, null sein müssen, aber f"'(x) wird für diesen nicht ver- 
schwinden. Ebenso ergibt sich, daß die Bedingungen dafür, daß 
eine Nullstelle Xi von f{x) fc-fache Nullstelle sei, lauten: 

^) Biermasn, Monatsh. f. Math. u. Physik, Bd. XIII. 
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Es muß an dieser Stelle Xi 

fix), fix), ... /•(*-« (a;) 

Verschwinden, aber Z*^) (x-^) von null verschieden sein, und die ent- 
sprechende Taylorsche Entwickelung von f{pc) in der Umgebung 
dieser Nullstelle heißt: 

ax) = {x- x,f(^+{x - x,Y^^ {^^;^ + - 

4.(.^_^^)n /__V_L!. 

Es ist allgemein jede mehrfache Nullstelle von f{x) auch 
Nullstelle von fix). Wenn man es danach nur mit ganzen 
rationalen Funktionen zu tun haben will, die ausschließlich ein- 
fache Nullstellen besitzen, so kann man dies erreichen, indem 
man f{x) durch den größten gemeinsamen Teiler von f{x) und 
f{x\ das ist durch eine bestimmte ganze rationale Funktion divi- 
diert. Doch auch auf diese Operation gehen wir hier nicht ein. 

§ 14. Hehmkesehe Methode. 

Eine wesentlich andere Methode zur näherungsweisen und 
konstruktiven Angabe reeller Wurzeln algebraischer Gleichungen 
ist die von Mehmke i), die auf der Herstellung neuer, mit der ge- 
gebenen Gleichung in Zusammenhang stehender Bilder und wieder 
auf der Abmessung der Abszissen der Schnittpunkte gewisser 
Kurven beruht. 

Zuerst bemerken wir: eine Gleichung 

f{x) :^ «0^ 4" öti^;**-^ + •*• + 0,n — \X + «n = 

hat nur dann positive reelle Wurzeln, wenn unter den Koeffizienten 
positive und negative existieren, denn andernfalls wäre f{x) für 
jeden positiven reellen Wert der Variablen von dem Zeichen der 
Koeffizienten. Auch soll uns hier allein die Bestimmung posi- 
tiver Wurzeln beschäftigen, denn die der negativen kommt nach 
Einführung der Variablen a;' = — x auf die Bestimmung der 
positiven Wurzeln der Gleichung zurück: 

(- i)V(- a^) = 0, 

WO der Faktor ( — l)" nur beigefügt ist, damit der Koeffizient 
von x'^ wieder -|- a^ sei. 



^) Zivilingenieur, Bd. 35, S. 617. 
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Führt man nun 

loga; = |, logy = Yi 

ein, so wird in einer (|, ri) Ebene das Bild der Kurve mit der 

Gleichung : 

y = axi^ 

die Gerade, deren Gleichung durch Logarithmierung der letzten 

hervorgeht: 

logy = nlogx -\- loga 
oder 

Ist dann aber eine Gleichung vorgelegt 

wo die Koeffizienten %, % und die Exponenten positiv seien, so 
bilde man die „logarithmischen Bilder^ beider Glieder, die die 
Gleichungen haben: 

1? = Wi I + logai, ij = n, I + logoa 

und suche deren Schnittpunkt. In diesem ist 

^ logg, - logg, ^ _J_ a, ^ "V/g ^ 
Wa — Wi nj — »1 ° 0, f <h 

Daher findet man in der Abszisse des Schnittpunktes der Bilder 
der Glieder den Logarithmus der zu suchenden Größe. 

Hierzu mag gleich an dieser Stelle bemerkt werden, daß die 
Fehler der Zeichnung gegenüber denen der Werte des Logarithmus 
in fünfstelligen Tafeln, die wir ausschließlich benützen werden, 
groß sind. 

Wird nun das logarithmische Bild der Kurve 

WO Wa > «1 > und die Koeffizienten positiv seien, verlangt, so 
bilde man zunächst die logarithmischen Bilder der Glieder: 

y = ai x»i = Pi, y =^ aa a;"« = Pa 
und hierauf erst das von 

2/ = Pi + P2. 

Die ij Achse, wo | = 0, a; = 1 ist, schneidet das Bild der 
letzten Kurve in der Entfernung log (ui -\- aa) vom Koordinaten- 
anfangspunkte der (1, 1^) Ebene, d. i. in größerer Entfernung als 
die Bilder von P^ und Pg. 

Biermann, Mathematische Näherangsmethoden. k 
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Weü der Logarithmus mit dem Argumente wächst, wird auch 
allgemein die zu einem x und einem | gehörende Ordinate 17 der 
Kurve 

n == iog(P, + p,) 

größer als die bis zu den Geraden 

1? = W.I + logOi (t = 1,2) 
führenden Ordinaten, d. h. mit anderen Worten, eine Parallele 
zur Ordinatenachse — sie heiße G — schneidet die | Achse, die 

Fig. 13. 




Bilder von Pi und Pg in Punkten 0, 2>n i>ai aber die Kurve 

1, = log(P, -f P,) 



in einem solchen Punkte p, daß op größer als opi und op^ ist 
(Fig. 13). 

Man sieht femer, daß 

pTp = log(Pi + P,) - log Pa = log /l + ^ 

V ^ 

P 

nur von •^, oder wenn man so sagen will, nur 

log \y) = ojpT — ö^ = pTpi 
abhängt Setzt man also 



von 



so wird 



Y = ^ ™^ V1P2 = log e, 
Kp = log (1 + j^ • 



Und die Kurve in einer (m, v) Ebene, für die die Parameter- 
darstellung gilt: 

f* = log;ef, V = log (l + -j. 
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gibt daher in der Ordinate v des Punktes, der die Abszisse 



U = Oj9j — opx 



hat, die Strecke p^p^ die man auf G über p^ hinausgehen muß, 
um einen Punkt der Kurve 

n = iog(Px + p,) 

zu erhalten. 

Diese Hilfskurve heißt Additionskurve, weil sie denselben 
Zusammenhang zwischen den Koordinaten ihrer Punkte aufweist, 
den die bei der Berechnung des Logarithmus der Summe zweier 
Zahlen a und 6, deren Logarithmen gegeben sind, also bei Be- 
rechnung von 

log(a + 6) = loga + log^l + -) 
vorkommenden Größen : 

A = log/l + \\ und D = log(|-) 



in den Gaussschen Tafeln für die^'^Additionslogarithmen besitzen, 
auf die wir noch zu sprechen kommen werden. 

Aus den Gaussschen Tafeln entnimmt man die folgenden 
Werte: 



w — 0-00 


V — 0-301 


M — 0-70 


V — 0-079 


0-10 


0-253 


0-80 


0-063 


0-20 


0-212 


0-90 


0-051 


0-30 


0-176 


1-00 


0-041 


0-40 


0-145 


2-00 


0-004 


0-50 


0-110 


3-00 


0-000 


0-60 


0-097 


4-00 


0-000 



und man kann den Kurventeil zeichnen, dem positive u Werte 
angehören. 

Man beachte noch, daß dem Werte u = logier = oo t; = 
zugehört, und es ist ersichtlich, daß die u Achse eine Asymptote 
der Additionskurve ist. 

Eine zweite Asymptote ist die Gerade 

t; = — w, 

denn sucht man die dem Parameterwerte z' = - zugehörenden 

Koordinaten u' und v' der Additionskurve, so ist: 

5* 
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U' = log ;8f' = log — = — M, 

V' = log(l + 7) = log(l + ^) = log^(l + 1) = u+ t;, 

d. h. man findet die einer Abszisse — u zukommende Ordinate, 
indem man --|- u um die eben dieser Abszisse u zukommende 
Ordinate v vermehrt. Doch daraus folgt, daß die unter dem 
Winkel von 135<> gegen die positive u Achse verlaufende Gerade 
durch den Punkt | = 0, ij = wirklich eine Asymptote der 
Additionskurve ist (Fig. 14). 

Fig. U. 




Einheit 
1 Einheit 
1 Einheit 



10 mm hei (A3 
20 mm bei ( Aa 
50nmi hei (Ai 



Des Teiles der Additionskurve, der sich längs dieser Asymptote 
hinzieht, der also von der v Achse aus in der Sichtung der nega- 
tiven u liegt, bedarf man bei der Zeichnung des Teiles der Kurve 
ri = log(Pi + P2), wo die Schnittpunkte einer Parallelen G 
zur fi Achse mit der | Achse und mit den Bildern von Pi und 
P2, wir sagen die Punkte 0, pi und 2>2i so angeordnet sind, daß 
opa — öpl <i ist. 

Hierzu werde noch die Bemerkung angebracht, daß von zwei 
negativen Größen diejenige die größere heißt, die den kleineren 
Betrag besitzt, und daß eine positive Größe größer ist als jede 
negative. 

Jetzt sind die Vorbereitungen zur Konstruktion der Kurve 
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getroffen. Aber man hat, wie sich gleich zeigen wird, auch schon 
die Mittel, um das logarithmische Bild der Gleichung 

herzustellen, wo die Koeffizienten a^ wieder alle positiv und die 
positiven Exponenten steigend geordnet seien. 

Bildet man nämlich die Bilder aller einzelnen Glieder: 

und bringt diese mit einer Geraden parallel zur rj Achse zum 
Schnitte, die die | Achse in o, dann das Bild von Pj in pi usw., 
schließlich das Bild von P^ in p^ schneidet, so hat der Schnitt- 
punkt p dieser Geraden mit der Kurve 

i, = log(P, + P, + ... + P^) 

eine größere Entfernung von der ^ Achse als der Punkt pm* 

Die 17 Achse insbesondere schneidet die Kurve in dem Punkte 
mit der Ordinate 

log(ai + Oa -I 1- a«). 

Um aber den Punkt p zu bestimmen, ermittle man mit Hilfe 
der Additionskurve zunächst den Schnittpunkt der Geraden G 
und der Kurve 

1? = log (P, + P,); 

er heiße p<^*^\ Dann bestimme man aus den Punkten p^ und 
l>(i,a) wieder mit Hilfe der Additionskurve den Schnittpunkt |><i»*»*^ 
von 6r und der Kurve 

1, = log [(Pi + P,) + P,] 

usw., wie das früher gelehrt wurde. 

So ist ersichtlich, wie man den Punkt p findet, und wie man 
durch Wahl verschiedener Geraden G auch genügend Punkte 
zur näherungsweisen Angabe des logarithmischen Bildes der 
Gleichung 

y = Pl + i'» + - + J'm 

ermittelt. 

Wird die Gerade G in großer Entfernung vom Koordinaten- 
anfangspunkte der (I, ri) Ebene gewählt, so liegen die Punkte 

i>i, |>2, . . . Pm 

weit voneinander und nach der Beschaffenheit der Additions- 
kurve werden die Punkte 
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nahe bei Pf bzw. p^ usw. liegen. Danach aber sieht man, daß 
das Bild von P« eine Asymptote der zu zeichnenden Kurve wird. 
Aus demselben Grunde wird das Bild von Pj in seinem dem 
dritten Quadranten angehörenden Teile Asymptote, das will sagen, 
dort nähert sich die Kurve dem Bilde von P^; aber bei dem 
Verlaufe unserer Kurve von der Asymptote Pj zur Asymptote P 
kehrt sie ihre konkave Seite stets in der Richtung der wachsenden 
ij, denn die Kurve hat nirgends einen Wendepunkt, weil, was 
leicht festzustellen wäre, 

^ = ^log(P, + P, + ... + P„) 

nicht verschwindet. 

Faßt man nun die in dem früheren Gleichungspolynome f(x) 
vorkommenden Glieder mit positiven Koeffizienten unter dem 
Zeichen (p(x) und die Glieder mit negativen Koeffizienten unter 
dem Zeichen — ^(ic) zusammen und soll man x Werte finden, 

für die 

f(x) = (p{x) — tlf{x) 

verschwindet, so suche man in der (|, rj) Ebene die Kurven, deren 
Gleichungen beziehungsweise heißen: 

Fig. 15. ,1^ ^ = log 9> (^), 1? = log !/; (x)] 

deren Schnittpunkte haben 
dann Abszissen, die gleich 
sind den Logarithmen der 
zu suchenden x Werte. 

Ein in der Zeichnung 
sehr einfaches Beispiel ist 
das folgende: 

a;6 + 10a;5 4- 100 a:4 + ÖGOiTä 
+ 1000 a;2 + 1000 x= 300, 

bei dem charakteristisch ist, 
daß a^ ^ a^ + i gilt und 

t (x) = Konst. = 300 

ist. Die Bilder der Glieder 
zeigen die in der Fig. 15 
ersichtliche Anordnung und 
man findet aus der Zeichnung die Abszisse eines einzigen Schnitt- 
punktes, nämlich 
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I = - 0-61, 
worauf näherungsweise 

X = 0-244 
wird. 

Also die gegebene Gleichung hat nur eine positive reelle 
Wurzel und hierauf muß sie eine ungerade Anzahl negativer 
reeller Wurzeln haben, weil — wie man sieht — das Produkt der 
sechs Wurzeln gleich — 300 ist. 

Bei vielen Aufgaben haben die den Gleichungen 

y =1 (p{x) und y = tp{x) 

zugehörenden logarithmischen Bilder eine solche Gestalt, daß es 
nicht möglich ist, die Abszissen der Schnittpunkte ohne größere 
Ungenauigkeiten abzulesen, wie z. B. wenn man die positiven 
Wurzeln der Gleichung 

ic« — 10a;5 4- 100 a?* — 500 aj3 + 1000 a:» _ lOOOa; = 300 

aufsucht und man sich des Maßstabes bedient, dessen Einheit 
gleich 10 mm ist 

Da kann es einerseits von Vorteil sein, statt der Gleichung 
(p{x) — Hf (x) = eine Gleichung 

x^ 

zu betrachten, wo k eine ganze Zahl bedeutet. 

Doch weil nach dieser Operation in der (£, rf) Ebene Gerade 
vorkommen, die anders als bisher gegen die ^ Achse unter spitzem 
oder unter stiunpfem Winkel geneigt sind, so mag hier noch die 
allgemeine Bemerkung Platz haben, daß man die Entfernung 
zweier Punkte 2>ii P% auf zweien solcher Geraden und einer Par- 
allelen 6r zur Ordinatenachse positiv oder negativ zu zählen hat, 
jenachdem pa eine größere oder kleinere Entfernung von der | Achse 
zukommt als 2>i9 ^^^ daß danach die Strecke pip^ als eine 
positive oder negative Abszisse eines Punktes der Additionskurve 
zu betrachten ist, und die zugehörige Ordinate t;, kleiner oder 
größer als log 2, von dem Punkte p^ aus in der Richtung der 
positiven rj aufzutragen ist, damit man den Träger von p auf G 
erhalte. 

Die Methode von Mehmke erfordert also auch hier einfache 
Zeichnungen, doch ist natürlich zu beachten, daß bei der Her- 
stellung der logarithmischen Bilder der Glieder in den Gleichungen 
derselbe Maßstab anzuwenden ist, der in der Additionskurve zu-. 
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gründe gelegt wurde; damit die Figuren nicht zu groß ausfallen, 
wurden in Fig. 14 in dreierlei Maßstäben Additionskurven ge- 
zeichnet. 

Andererseits geht man darauf aus, die logarithmischen Bilder 
solcher Gleichungen 

herzustellen, in denen auch negative Koeffizienten a^, vorkommen. 
Um das in dem einfachsten Falle 

zu tun, wo nun in 

Pi == Oj a;"! und P^ = a^ (x^ 

die Koeffizienten positiv seien, und n^ =}= n^ gelte, bemerke man 
wieder, daß eine Parallele 6r zur 17 Achse, die die | Achse und 
die Bilder von Pi und Pj in Punkten 0, i>i, i?« in eben dieser 
Anordnung schneidet, das Bild von 

y = Pi - P2 

in einem Punkte p solcher Art erreicht, daß 

^=log(Pi — Pa) 
gilt Doch weil bei der logarithmischen Addition aus den Punkten 
p und 2>2 wieder j9i hervorgehen muß, also die Punkte 'g und 2>i 
von früher ihre Bollen vertauschen, so sind 



VxVi lind 'p^f 
bzw. Ordinate und Abszisse eines Punktes der Additionskurve; 
daher gelangt man (Fig. 16) zum Punkte p, indem man zu piPa 

Fig. 16. 




als Ordinate eines Punktes der Additionskurve die Abszisse sucht 
und diese von p^ in der Richtung der negativen oder positiven 17 
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aufträgt, je nachdem die Abszisse des Punktes der Additions- 
kurve größer oder kleiner als null ist. Hierzu ist noch zu be- 
merken, daß die Bilder von 

y = Pi und y = Pa 
wieder Asymptoten des Bildes von 

y = Pi-P2 

werden. 

So kann man weiter gehen. — 

Wenn man nun aber wieder auf eine Gleichung 

y = f{x) = <p(x) — ^{x\ 

wo q)(x) und if{x) nur positive Koeffizienten besitzen, die erste 
Vorschrift zur Zeichnung der Bilder von 

y = (p(x) und y = i\j{x) 

anwendet, so ist noch zu bemerken, daß jede durch einen Schnitt- 
punkt der letztgenannten Bilder zur ri Achse gelegte Parallele 
eine Asymptote der Kurve 
log y = log f{x) ist, weil dort 
logy = — 00 wird, und man 
kann sagen, daß man nur die 
Abstände dieser Asymptoten 
von der i; Achse abzulesen habe, 
wenn man die reellen Wur- 
zeln der Gleichung f(x) = 
haben will. 

Als einfaches Beispiel sei 
das folgende ausgeführt: 

x^ — bx^ -j- bx — 1 = 0. 
Man bilde 

(f (x) = x^ -\- b^ 
tl;(x) = bx -\ , 

stelle die Zeichnung her und lese ab (Fig. 17) 

1 = 0, 0-574, — 0-585; 
die Wurzeln der gegebenen Gleichung sind also näherungsweise 

x=l, 3-73, 0-26. 
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§ 15. EonstniktiTe Bestimmung der Lösungen eines 

Systems Ton Oleiehungen. 

Sind zunächst zwei lineare Gleichungen: 

mit reellen Koeffizienten gegeben, so wird man eine konstruktive 
Lösung dadurch bewerkstelligen, daß man Xi und x^ etwa als 
rechtwinkelige Koordinaten deutet, die Gleichungen als die von 
Geraden ansieht, diese zeichnet und die Koordinaten des Schnitt- 
punktes abliest, der im Endlichen liegt, wenn die Determinante 
ötii ^22 — 0^12 ^21 laicht verschwindet. 

Im Falle dreier linearer Gleichungen mit reellen Koeffizienten 
in drei Unbekannten hätte man ebenso die Koordinaten des 
Schnittpunktes dreier Ebenen festzustellen. Doch wir gehen hier 
auf diese Behandlungsweise der Aufgabe nicht ein, weil wir 
gleich die Lösung eines Systems von n linearen Gleichungen in n 
Unbekannten und mit reellen Koeffizienten in wesentlich anderer 
Art beschreiben wollen i). 

Sind die n linearen Gleichungen gegeben: 

ö^lliPl + »12^2 + ••• + (hn^n A = 0, 

0^21 ^1 + »22^2 H -{- (hn^n ^2 = 0, 



SO kann man jeder in folgender Weise ein Bild zuordnen: 
Man wähle auf n etwa parallelen Geraden 6rv (v = 1, 2, ... n) 
willkürlich je einen Nullpunkt und trage von diesen ab in 
gleichem Sinne auf ihnen Strecken auf, deren Endpunkte Träger 
der Werte der Koeffizienten der abzubildenden Gleichungen seien. 
Dann werden die Geraden Gv mit ihi*en Nullpunkten und den 
den n -\- l Koeffizienten zukommenden Stellen Bilder der Glei- 
chungen, und umgekehrt wird man von je einem solchen Bilde 
zu einer einzigen Gleichung gelangen. 

Stellt man in dieser Weise auf n parallelen Geraden, auf 
denen, nochmals gesagt, die Nullpunkte willkürlich zu wählen 
sind, Bilder der n linearen Gleichungen her, so handelt es sich 
nunmehr um die Bilder der Eliminationsgleichungen. 



*) Van den Berg, Amst. Akad. Versl. on Meded. [3] 4, p. 204, 1887. 
Vereinfachung von Mehmke, Moskauer math. Samml. 16, p. 342, 1892. 
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Es seien in der nachstehenden Figur 18 0^ und 0^ die 
Nullpunkte auf zweien der parallelen Geraden und die Punkte a^u 

av2^ ••• Ctrn ^lld CybzW. -picr. 18. 

Träger der Werte der 
Koeffizienten der v ten 
und ^ten der gegebenen 
Gleichungen. Verbindet 
man die Träger der »o. 
Koeffizienten bei gleich- 
namigen Unbekannten _, 
und auch Ov und 0^, so 
werden diese Verbin- 
dungslinien von 



emer 



— 




neuen Parallelen zu den 
gegebenen Geraden G^ 
und Gfi in solchen Punk- 
ten 6i, 6a, ... 6„, — d und Oy,« geschnitten, daß 6i, b^^ ... 6„ und 
— d gegenüber Op^/i stets dieselbe Verknüpfungsweise entsprechen- 
der a auf den gegebenen Geraden aufweisen. 

In der Tat dem Punkte 6i kommt gegenüber den Punkten 
a^i und a^i auf deren Verbindungslinie ein bestimmtes Teilungs- 
verhältnis zu 

aribj 

dem Punkte &2 gegenüber o^s und a^2 ebenso das Teilungs- 
verhältnis 

Clfv2^2 
Uu 2 ^2 

und diese Teilungsverhältnisse sind einander gleich, wie die Be- 
trachtung der durch die Geraden a^ia^i, av2«ju2i imd die Geraden 
ffv, Gfi und die durch die neue Parallele begrenzten Dreiecke 
zeigt. 

Dasselbe gilt auch von dem Teilungsverhältnis des Schnitt- 
punktes der neuen Parallelen mit der Verbindungslinie irgend 
zweier Punkte, die einander entsprechenden Koeffizienten in der 
vten und fiten Gleichung zugehören. 

Legen wir nun durch den Schnittpunkt der Verbindungslinien 
Ton Oy und 0^ und a^i und aui eine Parallele zu den Geraden 
Gy und 6r^, so wird der Xi beizuordnende Koeffizient in der 
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Gleicliuiig, die ihr Bild in der letztgenannten Geraden haben 
soll, Null. 

In dieser Weise vermag man aus den Bildern der n gegebenen 
Gleichungen die Bilder von n — 1 Gleichungen herzustellen, die Xi 
nicht enthalten, und aus diesen wieder die Bilder der n — 2 
Gleichungen, die weder a\ noch x^ enthalten usw. Schließlich 
wird man das Bild einer Eliminationsgleichung in einer Variablen 
herstellen und aus diesem den Wert der Variablen mittels eines 
Verhältnisses von Strecken ablesen. 

So gehe man betreffs jeder Unbekannten vor. 

Besteht das System von Gleichungen aus zwei nichtlinearen 
mit zwei Unbekannten x und y: 

fiP^ y) = 0, 9 {x, y) = 0, 

so ordne man den Gleichungen zwei Kurven Cj und C^ zu, zeichne 

diese näherungsweise nach Angabe einer endlichen Anzahl ihrer 

Punkte und lese die Koordinaten der Schnittpunkte der Kurven ab. 

Im Falle dreier nichtlinearer Gleichungen in drei Variablen 

/*(^, y, e) = 0, 9{x, y, z) = 0, h{x, y, 0) = 

sind die Koordinaten der Schnittpunkte der Durchdringungs- 
kurven je zweier der den gegebenen Gleichungen zuzuordnenden 
Flächen aufzusuchen. 

Aber im Falle eines Systems von n Gleichungen in n Un- 
bekannten, von denen mindestens eine von höherem Grade als 
dem ersten ist, kaim man in dem bloß dreidimensionalen Räume 
eine entsprechende geometrische Aufgabe mit den Gleichungen 
nicht mehr verbinden. Wir lassen es uns danach genügen, 
Systeme von zwei und drei Gleichungen in zwei bzw. drei Variablen 
soweit behandelt zu haben, daß ersichtlich wurde, wie man die 
diesen Gleichungen gleichzeitig genügenden, reellen Wertesysteme 
näherungsweise konstruktiv ermitteln könne. 

§ 16. Rechneriselie Bestimmung der Lösungen einer 

algebraischen Oleichung. 

Eine algebraische Gleichung nten Grades 

■ f(x) =: aoo^ -^ OiX^-^ -f- h öt»— lO? -|- a„ = 

hat bekanntlich n Wurzeln, oder man sagt, eine ganze rationale 
Funktion f{x) hat so viel Nullstellen, als ihr Grad anzeigt. 
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Sind die Koeffizienten a, reell, so sind die Nullstellen reell 
oder komplex oder teils reell und teils komplex. Besteht aber 
eine komplexe Nullstelle p -[" *2»'80 wird 

f{P + *2) = P{P. q) + iQ(p. q) (i = V=T) 

dadurch null, daß P und Q verschwinden. Dann aber wird 
auch 

f(p — iq) = Pip^ q) — iQ{p, q) 

null. Daher treten komplexe Nullstellen bei einer ganzen ratio- 
nalen Funktion mit reellen Koeffizienten paarweise auf, und zwar 
sind die Werte je eines Paares komplexer Nullstellen konjugiert 
komplex. 

Nach einer früheren Bemerkung (§ 13) kann man voraus- 
setzen, daß alle Nullstellen von f(x) einfache seien, daß also 
keine auch Nullstelle von f{x) sei, und das wollen wir nun- 
mehr tun. 

Die Beträge der also einfachen Nullstellen sind aber kleiner 
als 1 4- ^ wenn a den größten der Beträge bedeutet: 



(v = 1, 2 ... n). 



Bei dem Beweise der Behauptung, daß somit 1 4~ ^ B,uch 
eine obere Grenze der reellen Wurzeln von f(x) = sei, können 
wir uns auf den Fall der positiven Wurzeln beschränken. Denn 
die Ermittelung der reellen, aber negativen Wurzeln kam auf 
die der positiven Wurzeln der Gleichung 

(- ly f(- x) = o 

zurück, und komplexe Nullstellen bieten hier kein Interesse dar. 
Wir wollen nun auch a^ als positiv annehmen, denn wenn 
das nicht der Fall wäre, so wäre — f(x) = eine Gleichung 
der verlangten Art. Weiter müssen in f(x\ wenn es überhaupt 
positive Werte geben soll, die f{x) zu null machen, positive und 
negative Koeffizienten vorhanden sein. Es sei gleich % <C 0, 
und es sei ß der größte Wert unter den Beträgen der Koeffi- 
zienten 

a„ (v = 1, 2, . . . w). 

Dann kann man wegen der Identität 
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A-) = ao^[(.-l)-^] + ^ + (^ + aO.- + 

••• + (/3 + «n-l)^ + (/3 + «n) 

setzen und sieht, da«ß f{x) für einen positiven x Wert größer als 
eins gewiß positiv ausfällt, wenn für diesen 

ic — 1 — -^ > 

o 

wird. Bezeichnet man nun — mit a, so kann man sagen, daß 

jede positive Nullstelle der Funktion f{x) mit reellen Koeffizienten 
kleiner sein muß als 1 + a, denn sie nimmt für jeden Wert 
größer als 1 + a oder gleich 1 -f- a einen positiven Wert an. 
Ebenso groß wird aber auch die obere Grenze der positiven 
Wuirzeln der Gleichung 

(- 1)- n- «) = 0, 

d. h. die der negativen Wurzeln der gegebenen Gleichung und 
man hat daher in dem Intervalle von — (1 -f- «) Ws -|- (1 -|- a) 
ein endliches Intervall, in dem allein die etwaigen reellen Null- 
stellen von f{x) liegen müssen. 

Hier mag noch angegeben sein, daß man eine untere Grenze 
der positiven reellen Wurzeln von f{x) = findet, indem man 
die obere Grenze der positiven Wurzeln der Gleichung 



.,(i)=0 



aufsucht und den reziproken Wert dieser nimmt. 

Die neue Gleichung wurde dadurch gebildet, daß man 

X = — setzte und die Nenner fortschaffte. 

z 

Z. B. ist die obere Grenze der positiven reellen Wurzeln der 

Gleichung 

x^ — 2x^ — 2a; 4- 2 = 

3 und die untere Grenze der positiven Wuirzeln j, denn die obere 
Grenze der positiven Wurzeln der Gleichung 

2z^ — 22^2 — 2jp + 1 = 
ist gleich 2. 

Haben wir aber so ein Intervall angeben gelernt, in dem 
allein die etwaigen reellen Nullstellen liegen können, so wollen 
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wir hier ohne die Entscheidung, ob solche Nullstellen und wie 
viele wirklich existieren, der Einfachheit halber in 1 -f- a = «j 
einen Näherungswert der Nullstelle als gegeben ansehen. Ob «j 
wirklich als Näherungswert einer reellen Nullstelle gelten 
kann, mag an dieser Stelle der Satz entscheiden: Wenn «2 ein 
reeller, a^ benachbarter Wert ist, so existiert zwischen a^ und 
«2 mindestens eine Nullstelle, sobald /"(«i) und /"(«a) von verschie- 
denem Zeichen sind. 

Doch kann man hier nicht folgern, es gebe zwischen a^ und 
«2 keine Nullstelle, wenn/'(ai) \mdf(a2) von gleichen Zeichen sind. 

Das Gesagte gilt, weil f{x) als stetige Funktion an jeder 
Nullstelle sein Zeichen wechselt, denn es muß dann in einem 
Intervalle von Oj bis «ai wenn 

sgn /"(«i) =H sgn /"(«a) (sgn = Signum i)) 

ist, eine ungerade Anzahl von Nullstellen vorkommen. 
In dem früheren Beispiele, wo 

f(x) = x^— 2x'i — 2ic + 2 

war, ist (X = 2 und man findet 

f(-S)<0, /•(-2)<0, /^(_1)>0, 
m>0, /(1)<0, A2)<0, /•(3)>0, 

und man ersieht, daß in den Intervallen von — 2 bis — 1, von 
bis -f* 1» von 2 bis 3 je eine reeUe Nullstelle vorhanden sein 
müsse. 

Die Funktion x^ -{- x -\- 1 zeigt von x = — 2 bis x = 2 
keinen Wechsel des Zeichens, hat aber auch keine reelle Null- 
stelle. 

Jetzt muß es unsere Aufgabe sein, von einem einer reellen 
Nullstelle af benachbarten Werte «i zu einer ic' näher benach- 
barten Stelle überzugehen. 

Es sei x' = Ui -f" ^n dann gilt 

A^) = A«0 + ^Ä. + - + ^ÄJ. 

Indem man aber hier die Glieder vernachlässigt, die höhere 
Potenzen von ^ enthalten, weil diese gegen hi als klein anzu- 
sehen sind, so wird statt der Gleichung f(x) = als noch zu 



^) Signum, d. h. das Zeichen. 
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lösende die folgende gelten 

/■(«i) + ^ K = 0, 

und man findet in 



«1 



r(«i) 



CCc 



«1 



einen der Nullstelle af näher liegenden Wert «2« Allerdings 
überzeugen wir uns hier nur durch eine geometrische Betrachtung 
davon, daß 

I ^' — «2 I < I a:' — ai I 
ist. 

Verfolgen wir die Kurve y = f(x) in der Nachbarschaft 

eines Schnittpunktes x' mit der x Achse, und ist oc^ die Abszisse 

Fiir 19 / eiiies Nachbarpunktes von x\ 

legen wir femer in dem Kurven- 
punkte [o6i, /"(«i)] die Tangente, 
bringen diese mit der x Achse 
in «2 zum Schnitte, so ist, wie 
die Figur 19 zeigt, 

/■'(«.)' 

weil der Tangens des Nei- 
gungswinkels der verzeichne- 
ten Tangente gegenüber der 

positiven Richtung der x Achse den Wert /"'(«i) besitzt; und die 

Stelle «2 liögt x* näher als «i. 

Geht man von der Stelle «2 in gleicher Weise zu einer 

SteUe «3 , 80 kommt man x' augenscheinlich wieder näher usw. 

Analytisch, d. h. in rechnerischer Beziehung ist hiermit behauptet, 

die Funktion 

besitze die Eigenschaft, daß i^(ai) = «a der Stelle x^ näher 
liege als o^i, daß 

F(a,) = F[Fia,)] = 2^2 («i) = «3 
x' näher liege als «2, und daß 

lim Fv (e»i) = x' 

V= OD 

werde. Das ist auch der Fall^). 

^) Schröder, Mathematisclie Annalen, Bd. 2. 
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Weiß man ein Intervall von cc^ bis ßi^ in dem eine Null- 
steile x' liegt, so kann man also von 06^, sowie von ßi näher an 
die Nullstelle a;' herantreten über Stellen «a bzw. /Sg, dann über 
aj bzw. ßi usw. 

Doch ist es wichtig, feststellen zu können, ob die einzelnen 
dieser Stellen links oder rechts von af liegen, also kleiner oder 
größer als x' sind. 

Bemerkt man, daß 

von dem Zeichen des Zählers ist, so sieht man unter der Vor- 
aussetzung, daß f"{x) in dem Intervalle von a^ bis ßi sein Zeichen 
nicht wechsle, daß F(x) an der Stelle x zunimmt, wenn 

sgn f{x) = sgn f" (x) 

ist, aber im gegenteiligen Falle abnimmt, indem eine Funktion an 
einer Stelle zu- oder abnimmt, je nachdem dort ihre erste Ab- 
leitung größer oder kleiner ist als null. Daher wird F(x) von 
«x bis x' wachsen und dann bis ßi abnehmen, wenn 

sgn/'(ai) = sgnf («i) 

gilt, und F(x) wird von «i bis a;'' abnehmen und dann bis ßi 
wachsen, wenn 

sgn /•(«!) 4= sgn r («i) 

gilt, denn die Funktion f(x) wechselt in x' ihr Zeichen« 

Nach dem Gesagten wird die Stelle x' für die Funktion 
F{x) eine Maximal- oder Minimalstelle sein und es wird gelten: 

F{o^) < x' und F{ß,) < rr', 
oder: 

F{ni) > x" und F{ß{) > x'. 

Unter der gemachten Voraussetzung über /*" (x) ist daher bei 
gleichen Zeichen von /"(«i) und f"{ot^) 

«2 < ^'» 
aber bei entgegengesetzten Zeichen von /"(«i) und /""(«i) 

«2 >> x'. 
Im Falle 

f(x) = x^-^ 12^3 ^ 45a;a + 72x + 40 
besteht eine Nullstelle a;' zwischen — 1*2 und — l-l^ und 

Biermann, Mathematische Nähernngsmethoden. g 
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f{x) = 12rr2 4- 12x + 90 = \2{x^ + 6a; + 7-5) 

wechselt in diesem Intervalle sein Zeichen nicht. 

Femer ist f(x) an der Stelle — 1-2 gleich — 0-2624, 
f (_ 1-2) = 8-928, /"" (— 1-2) = 20-88, 
und es wird 

«2 = — 1-2 + 0-0292 = — 1-1708 > x\ 
Femer wird 

/•(_ MT) = _ 0K)1503121, /•'(— 1-17) — — 9-573948, 

f (— 1-17) > 
und somit 

«8 = — 1-17157 >ic'; 

und so fortgehend findet man 

x' = — 1-1715728 •••. 

Die hier behandelte Newtonsche Methode zur Auf- 
suchung reeller Nullstellen aus Näherungswerten hat durch Hor- 
ner die folgende systematische Behandlungsweise erfahren i). 

Soll 

berechnet werden, und weiß man etwa, daß x! zwischen den 
Größen 

«1 = «0 + Yq und «1 + — = oo H ^— 

liegt, so besitzt die durch die Substitution 

a; = ;8fi -j- «1 
transformierte Gleichung 

f(,, + ««,) = fia,) + ^) ^, + ... + £^> ,r« = 
eine Wurzel 

^ ~ 102 "l 103 "^ ' 

die dem Betrage nach kleiner ist als yrr • 

Einen Näherungswert für z'x erhält man dadurch, daß man 
aus der Gleichung 

f («0 + ^^1 = 

^) Vgl. Biermann, 1. c. (s. S. 44), S. 256. 
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jS^i bis auf ein Hundertstel genau berechnet. Dann werde äTj, ab- 
gesehen von den Tausendsteln, Zehntausendsteln usw. gleich 



102 



Bildet man dann aus f{x) = eine Gleichung, deren Wur- 
zeln um 

«0 + jö + TÖ^ = "^ 
kleiner sind: 

oder aus der Gleichung 

f{S! + «0=0 

I 

eine neue, deren Wurzeln um -^^ kleiner sind, so hat die ent- 
stehende Gleichung eine Wurzel, die nur aus Hundertsteln, Tau- 
sendsteln usw. zusammengesetzt ist Entnimmt man aus 



/•(«.) + ^ ^. = 



den auf Tausendstel berechneten Wert der Unbekannten, er heiße 

_ a2 . as 
^ ~ 102 ' 10»' 

dann weiß man auch von der Wurzel od die Hundertstel 

a^ öti -j- a'i 

und hat in 

108 

nicht zu viele Tausendstel. 
Nennt man 

1Ö + TÖ"2'+'1Ü"3"" ^' 

80 wird man nun zu einer Gleichung etwa in der Variablen z^ 
gehen, die eine Wurzel nur aus Tausendsteln, Zehntausendsteln usw. 
zusammengesetzt besitzt. Daher rechne man 

6* 
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nur auf Tausendstel und Zehntausendstel und man erhält in 

^ "^ 10 •" 102 "^ 10« "^ 104 

die Wurzel x^ bis auf die dritte Dezimalstelle genau usw. 
In dem früheren Beispiele ist «i = — l'l, 

f{z^ + «i) = z\ + 7-6 ^f + 12-66-^2 j^ 11.236 ;^i + 0-7421, 

also 

ai = — 6. 

Hierauf wird «2 = — l'l^ ^i^d die Gleichung in z^ heißt: 

z^ + 7-36^1 + 11-4136 ;^| + 9-792016^2 + 0-11198736 = 0; 

und nunmehr ist 

aü = — 1, as = — 1, 

also näherungsweise 

a;' = — 1-171 usw. 

§ 17* Yerallgemeinerung der Newtonschen Nähemngs- 

methode* 

Nun soll gezeigt werden, wie man von einem zwei alge- 
braischen Gleichungen 

f{^^ y) = 0, g {x, y) = 

nur näherungsweise genügenden Wertesysteme näher an ein 
Lösungensystem gelangen kann. In dem § 15 wurde schon ge- 
sagt, wie man vorgehen solle, um ein reelles Lösungensystem in 
erster Annäherung durch Konstruktion zu finden. Hier setzen 
wir kurz auseinander, daß diese Lösungen nur in einem end- 
lichen, angebbaren Bereiche liegen, und geben auch an, wie man 
nahe an eine Lösung hinankommen könne. 

Die X Werte, die in Verbindung mit passenden y Werten 
beiden Gleichungen genügen, sind Nullstellen der sogenannten 
Eliminante in x^ d. i. einer ganzen rationalen Funktion jPi(^), 
deren Grad gleichkommt dem Produkte der Gradzahlen von /*(rr, y) 
und g(x^ y)\ und die y Werte der gemeinsamen Lösungen sind 
Nullstellen der Eliminante in t/, d. i. einer ganzen rationalen 
Funktion JKjCy) "«"on gleichem Grade wie F^(x). Die Bildungs- 
weise dieser Eliminanten, deren Koeffizienten ganze rationale 
Funktionen der Koeffizienten von f und g sind, behandeln wir 
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hier nicht, doch indem wir sie aufnehmen, ersehen wir, daß die 
reellen Nullstellen {x\ y') von f = und ^ = — wie wir ein- 
fach sagen wollen — in einem endlichen Bereiche einer (x^ y) Ebene 
aufzusuchen seien. 

In der Tat, wenn die Koeffizienten von f und g reell sind, 
was wir voraussetzen wollen, so gibt es im allgemeinen auch eine 
endUche reelle obere Grenze für die reellen Nullstellen von -Fi {x) 
und im allgemeinen auch eine solche für die reellen Nullstellen 
von i^'a (y). Heißt aber der größere Wert dieser oberen Grenzen r, 
so wird jede reelle Lösung in dem Bereiche zu finden sein, wo 
der Betrag von x kleiner als r und der Betrag von y kleiner 
als r ist, d. h. man kann einen endlichen Bereich angeben, in 
dem die reellen Lösungen beider Gleichungen vorkommen werden. 

Wenn man dann die Gleichungen 

z — f{x,y) = und z — g{x,y) = 

in Betracht zieht und diese Gleichungen als die zweier Flächen in 
den Koordinaten x^ y, z ansieht, so wird eine Lösung {x\ y') der 
Gleichungen /" = und ^ = als Koordinatenpaar eines Durch- 
schnittspunktes der Schnittlinie der Flächen mit der (x^ y) Ebene 
aufzufassen sein. Aber die Schnittlinie der beiden Flächen be- 
urteile man dadurch, daß man ihre Schnitte mit verschiedenen 
Ebenen x = a erwägt. Für die Schnittpunkte einer solchen 
Ebene und der Schnittkurve beider Flächen bestehen nämlich 
die Gleichungen 

^ = /"(»» y) ^^^ ^ = 9 (fl, y) 
und darum ist das x = a zugehörende y, es heiße y«? aus einer 
Gleichung in einer Veränderlichen zu entnehmen 

/"(«» Va) — 9 (a, ya) = 
und dann hat man: 

Auf diesem Wege kann man also Punkte («i, /Sj, y^) der 
Schnittlinie beider Flächen auch nahe der (ic, y) Ebene, wo ;8r = 
ist, oder doch einen Punkt nahe einem der erstgenannten auf- 
finden, und von solch einem Punkte gehe man entsprechend wie 
bei dem Newtonschen Verfahren vor, um weitere Wertepaare zu 
finden, die einer Lösung {x\ y') des ursprünglichen Gleichungen- 
systemes näher liegen 9- 

^) Bier mann, Monatsh. f. Math. u. Physik, Jahrg. XL 
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Wenn man in einem Punkte («j, /Si, y^) der Schnittlinie der 
Flächen die Tangentialebenen herstellt und zum Schnitte bringt, 
d. h. die Gleichungen zusammenbestehen läßt: 

g-^K^O = (|f)(l-«>) + (|f)('?-/'0, 

(«li ßi) («u ßi) 

80 schneidet die Schnittlinie dieser beiden Ebenen die (ar, y) Ebene 
in dem Punkte (ar, y) = («2? ßi\ wo 



OC9 = 0(i 



dx dy dy dx 

' («1, ^1) 



h = /*! 



/ö'C^iy) 









(«1, ^1) 



ist, und von diesen Werten kann man zeigen, daß sie die Gleichungen 
/* = 0, ^ = genauer erfüllen als «i, /Sj. 

Von der Stelle («2? /5a) gehe man in gleicher Weise zu Werten 
«3, /Sg, indem man in den früheren Ausdrücken a^, /3i durch «2, /Sg 
ersetzt usw. Die Grenzen der durch Wiederholung gebildeten Größen- 
reihen sind dann oi und %f. Man kann also das Newtonsche Nähe- 
rungsverfahren auch zur näherungsweisen Bestimmung der Lösungen 
zweier Gleichungen anwenden; doch ging man hier von einem 
Punkte der Schnittlinie der beiden Flächen aus. Dasselbe Ver- 
fahren ist aber auch anwendbar, wenn die Stelle («j, /3i, yi) nur 
nahe der Durchdringungskurve der Flächen liegt und die früheren 
Gleichungen in | — Oj und ii\ — /Sj nur nahezu erfüllt sind ; 
oder wenn man die Tangentialebenen in zwei nahe der Schnitt- 
linie liegenden Punkten der Flächen zum Schnitte bringt, von 
denen dieselben Lote auf die {x^ y) Ebene zu fällen sind. 

Ferner läßt sich ebenso der von Homer vorgeschriebene 
Rechnungsvorgang auch hier einhalten, indem man aus den ge- 
gebenen Gleichungen solche bildet, die um «j, bezüglich um ßi 
verminderte Lösungen haben, und man die Summen der Glieder 
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nullter und erster Dimension der Taylorschen Entwickelungen von 
f{x^ y) und g{x^ y) in der Umgebung von («i, ßi) für sich zum 
Verschwinden bringt: 

(«1, /*i) («1 ßi) 

(«1, ßi) («11 /^i) 

dann aber die f und i? Werte nur wieder auf einen gewissen 
Bruchteil der Einheit berechnet usw. 

Die entsprechende Aufgabe für ein System von mehr als 
zwei algebraischen Gleichungen, sagen wir von n Gleichungen, 
hat theoretisch genommen keine Schwierigkeiten und erlaubt den- 
selben Vorgang, nur ist es von vornherein schon sehr umständ- 
lich, die n Eliminanten 

F,(Xi) (i=l, 2, ...n) 

in je einer Variablen festzustellen und einen endlichen Bereich 
für die n Variablen anzugeben, in dem allein die reellen Lösungen 
(x[,x'2,...x'n) Hegen können. 



§ 18. Transzendente Gleichungen. 

Die Aufgabe, transzendente Gleichungen in einer Veränder- 
lichen X zu lösen: 

f{x) = q> (:r), 

wo f{x) eine transzendente Funktion, <p{x) aber eine transzen- 
dente oder nichttranszendente Funktion oder gar eine Konstante 
sei, wird man entsprechend den früheren Auseinandersetzungen 
dadurch behandeln, daß man^) die Kurven, die die Gleichungen 

y = f{x) und y — q> {x) 

besitzen, zum Schnitte bringt und von den näherungsweise aus 
der Zeichnung zu entnehmenden Abszissen der Schnittpunkte, also 
von Näherungsw.erten «i der Wurzeln x' nach dem Newtonschen 
Verfahren über Werte 



Siehe z. B. Lorenz^ Technisclie Mechanik, S. 137, 233. 
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«c 



«1 



f («i) — <P («i) 



/•'(aO-<P'(«i) 
UBW. den Wurzeln näher rückt. 

Im Falle z. B. die Gleichung vorliegt: 

igx = x^ 

bringe man die Kurven mit den Gleichungen 

y =: X, y = igx 

zum Schnitt Eine Zeichnung wie die Figur 20, zeigt dann, daß in 

dem Intervalle von — -q bis -\- -k ^'^ die Nullstelle a; = vor- 

Fig. 20. kommt. In dem Intervalle von -^ 

bis 3 -y, sowie in dem von — -^ 

bis — 3 -^ gibt es je eine Null- 
stelle nahe den Geraden 

Danach wird man die Werte +4*6 
als Näherungswerte je einer Wurzel 
ansehen, und das Newtonsche Ver- 
fahren liefert: 

x' = ±4-4934 .... 
Ebenso findet man die Lösungen 
ir' = ± 7-7252 ..., 
x' = ± 10-9042 . . . usw. 
Als einen Grundgedanken zur Behandlung der transzendenten 
Gleichungen f{pS) = ^>(x) nehme man den folgenden auf: 

Sind die Funktionen f{x) und <p {p^ in der Umgebung einer 
und derselben Stelle a mit Hilfe der Taylorschen Formel in die 
Gestalten zu bringen: 

f(x) = g(x) + Rix), q>{x) = ^(^) + P(x), 

so daß g (x) und i^ (x) ganze rationale Funktionen von (x — ä) 
sind, so suche man eine in der Umgebung von a befindliche 
Stelle «1, an der wenigstens näherungsweise 

g(x) = il^ (x) 

wird, und rücke von dieser nach dem Newtonschen Verfahren 
näher an eine Nullstelle von f(x) — (p{x) hinan. 




*►! 
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Doch zur Ermittelung des ersten Näherungswertes «j bedarf 
man nicht notwendig der Taylorschen Formel, sondern man kann 
statt der Näherungsfunktionen g{x) und fl>{x) auch andere ein- 
fache Funktionen als Nähenmgsfunktionen aufnehmen; kann also 
etwa die Funktionen f{x) und ^>{x) in der Umgebung derselben 
Stelle a durch solche rationale gebrochene Funktionen ersetzen, 
die gute Annäherungen geben, und hierauf in der früheren Weise 
vorgehen. 

Ist z. B. eine Wurzel der Gleichung 

zu findend), ohne daß wie früher Bilder benützt werden, so suche 
man statt der Funktion ?(1 -|- a?), die in der Umgebung eins der 
Stelle null durch die Reihe 

x^ . x^ x^ , 

darstellbar ist, eine solche rationale gebrochene Funktion y(^), 
die in einer Umgebung derselben Stelle x = eine mit der Ent- 
wickelung von 1(1 -\- x)^ z. B. in den ersten fünf Gliedern über- 
einstimmende Entwickelung besitzt, so daß dann, wenn die Ent- 
wickelung von y{x) allgemein lautet: 

y(x^ =z ao -[- a^x -{- a2X^ ~| , 

«ö = 0, a, = 1, aa = — 2-, % = J» ^* = ~ f 

werde. Man wird danach für y{x) etwa die vier Konstanteu 
enthaltende rationale gebrochene Funktion setzen: 

ax -\- hx'^ 
^ 1 + ö^ + d>x^' 

wird diese nach Potenzen von x entwickeln und die Entwicke- 
lung mit 

-v2 /yS nr^ 

'^~ 2-+ ä"- 4 +"*''^ + - 

identisch übereinstimmen lassen. Bequemer kann man gleich ver- 
langen, daß 

ax -\-hx^ 

^) Schlömilch, Übungsbuch zum Studium der höheren Analysis, I. Teil, 
1904, S. 352. 
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identisch sei mit dem Produkte von {\ -{- ex -[- dx^) und 

x^ ' x^ x^ . . , 

^— y + y — J + »6«^ + •••• 

Man erhält durch Vergleich der Koeffizienten von a:, a?', x\ x* 
die Beziehungen: 

a = l, 6 = ^-2"' Ö = ^--2- + T' ^ = -2 + 3-4' 
und aus diesen ergibt sich, daß 

a = 1, ^ = -2 ' c = 1, fi = -g 

zu setzen ist. 

Die nunmehr zu behandelnde Gleichung lautet daher: 

11 I ^* ^ 

und dieser genügt 

«1 = 1/3 — 1 = 0-7320 .-.. 
Berechnet man 

/•(«i) — 9(01) = 0-000268, /*'(«!) — 9'(ai) = — 1-7290, 

so ergibt sich 

«2 = 0-73360 .-.. 

Im Falle der Gleichung 

cos X = X 
kann man ebenso (s. 1. c.) 

.V a -^ bx -\- cx^ 

'y^^)— i J^dx-j- ex^ 
setzen und zum Zwecke der Annäherung an cos^r 

bestimmen. Dann hat man die Gleichung 

12 — bx^ = ic(12 + x^) 
näherungsweise zu lösen. Es ergibt sich 

«1 = 0-739 ... 
und hiermit 

«2 = 0-739 002 .. . 
usw. 
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Ebenso wäre z. B. die Gleichung zu behandeln 

a cos OJ -|- 6 sin a: = c, 

wo man aber auch die eine trigonometrische Funktion durch die 
andere ausdrücken wird. 

Zur Auflösung der transzendenten Gleichungen kann man 
natürlich auch die Mehmkesche Methode anwenden, das heißt 
die logarithmischen Bilder von f (x) und <p (x) zum Schnitte 
bringen und die Abszissen der Schnittpunkte ablesen, so daß 
man wieder die Logarithmen der zu bestimmenden x Werte er- 
mittelt. 

Eine weitere Methode zur Lösung bestünde in besonderen 
Fällen in der Herstellung von konvergenten Zahlenfolgen, deren 
Glieder die Eigenschaft besitzen, die Gleichung immer mehr und 
mehr zu erfüllen i). 

*) Sommerfeld, Göttinger Nachrichten, Heft 4, 1898. 



Vierter Abschnitt. 
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Erste Abteilung. 

Die ganze rationale Funktion als Interpolationsfiinktion. 

§ 19. Die einfaehsten ganzen rationalen Näherungs- 

funktionen. 

Es sei f{x) eine nur an einigen Stellen 

d^O) ^1) ^2) * * * ^tt 

eines Intervalles von c bis d arithmetisch bekannte, also durch 
Zahlenwerte beschriebene Funktion. Dann ist es Aufgabe der Inter- 
polationsrechnung, den Wert von f{x) an einer neuen Stelle des- 
selben Intervalles mit HiUe einer der Rechnung leicht zugäng- 
lichen Funktion, z. B. mit Hilfe einer ganzen oder gebrochenen 
rationalen Funktion oder aber, wenn f{oc) die einfach additive 
Periode 2n besitzt, mit Hilfe einer endlichen trigonometrischen 
Reihe oder ein andermal mit Hilfe einer Exponentialfunktion 
oder anderer transzendenten Funktionen näherungsweise zu be- 
rechnen. 

Hier behandeln wir zunächst den Fall, daß f{x) durch eine 
gewissen Forderungen genügende ganze rationale Funktion g{x) 
näherungsweise beschrieben werde und setzen jedesmal 

fix) =^g{x) + B {x\ 

WO das g{x) beigefügte Glied JB (^), damit man f{x) erhalte, 
immer das Restglied heißt. 



*) Gauss* Werke III, S. 163; vgl. Mark off, Differenzenrechnung 
(deutsoh von Fries endorff und Prümm) 1896. 
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Fig. 21. 



y 



Soll man z. B. f{x) in der Umgebung r einer Stelle a aus 
dem Intervalle von c bis d, wo die Funktion nicht rasch wachse 
oder abnehme, so daß der absolute Betrag von f'{x) in a und in 
der Umgebung r von a nicht groß 
ist, durch den Wert ersetzen, den 
f{x) an der Stelle a besitzt, so ist 
die Näherungsfunktion g{x) in der 
Umgebung r von a gleich /*(«), also 
eine Konstante (s. Fig. 21). 

Soll man f{x) hingegen in dem 
Intervalle von c bis d durch die- 
jenige rationale ganze Funktion g (x) 

vom ersten Grade ersetzen, die durch "^ — * * * * * * * — >-x 

die Festsetzungen bestimmt ist: 

9{c) = f{c\ g(d) = f(d), 

soll man also den Bogen der Kurve y = f{x) von der Stelle 
[c, /*(c)] bis zur Stelle [d, f{d)'\ durch die Sehne von der einen 
bis zur anderen Stelle ersetzen, so wird 

g{x) = f{c) + ^^^=^^ ix - c). 

Soll man femer die Funktion f{x)^ die an den dem Inter- 
valle (c, d) angehörenden n -\- \ Stellen 







die Werte 



^0» ^? ... ö^n 
/"(«o), /"(öl), ... /*(««) 

besitzt, durch die ganze rationale Funktion, g (x) nten Grades er- 
setzen, welche an denselben Stellen dieselben Werte 

r^v rri f(ay) (v = 1, 2, ... n) 

annimmt, so gehe man davon aus, daß die an den von a^ ver- 
schiedenen der gegebenen Stellen verschwindende ganze Funktion 
nten Grades, die noch in aa den Wert 

besitzt, lautet: 



Vf 



(x — ap) ... (x — a^_i)(a; — gg-n) ... (x — an) 



'" (a^ — ao) ... (Uf, — a^-i)(a^ — ß/i + i) ... (a^ — «n)' 

denn jetzt ersieht man, daß die verlangte „Lagrangesche 
Näherungsfunktion*^ von f(x) heißt: 
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^ (x — a^)(x — a^)... (x — an) , 

(«0 — «i)(öto — «2) ••• («0 — «*•) 
, (g; — gp) (a? — a^) . . . (a; — a^) . 

(»1 — «o) («1 — a^) ... («i — a») ' 



, (a? — Oq) (a; — ai) . . . (a; -- On-i) 

(«n — aoH^n — »i) ... (On — an-i)' 



^.u = fM 



wo 

gilt 

Wir schreiben diese auch mit Hilfe der Lehre von den De- 
terminanten ableitbare Interpolationsf ormel 1) in der Gestalt: 

nM—'^'Sr^ (^ — ^0) '- /^"^-»-(^ — an) 
-;2j ^^ (a, _ ao) ... /(.) ... (o. - a^y 

wo die Striche /("^ nur anzeigen sollen, daß im Zähler der Faktor 
X — Oy, im Nenner der Faktor o» — o» zu unterdrücken sei 
Verwendet man nach Einführung der Bezeichnung 

q) (x) = (x — ao) (x — ttj) . . . (a; — a„) = JJ (a; — Uv) 

die bekannte Formel 

9'(^) = ^" 1 

die, wie hier zu sagen gestattet sei, nach Difierentation der durch 
Logarithmierung von (p(x) entstehenden Gleichung zu gewinnen 
ist, und aus der folgt, daß 

9'(«.) = 2 (r^) = («" - «») - /^^ - («" - «») 



" o^ 



v = n 



ist, so wird 

Soll endlich der zwischen den Geraden x = c und a; = d 
liegende Teil der Kurve y = /*(a;) durch den zwischen denselben 
Geraden liegenden Teil der Geraden ersetzt werden, die den 
Kurvenbogen in dem Punkte: 



^) Netto, Elementare Algebra, Akademische Vorlesungen 1904. 
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berührt, so ist in dem genannten Interyalle die Nähemngsfunktion 

„.)=,(i±i)+,(i±i)(._iii), 

denn hier steht nur die x zugehörende Ordinate y der genannten 
Tangente. 

Die bisherigen Näherungsfunktionen stellen f{x) in dem vor- 
geschriebenen Intervalle (c, d) in verschiedener Weise genau dar, 
und man hat in jedem Falle den Fehler anzugeben, der be- 
gangen wird, wenn man f{x) in einem bestimmten Intervalle durch 
eine Näherungsfunktion ersetzt. 

Das ist in dem Falle eine sehr geläufige Aufgabe, als man 
f{x) in einer Umgebung r einer Stelle a durch die ganze ra- 
tionale Funktion g{x) ersetzt, die den n -f- 1 Bedingungen ge- 
nügt: 

g{a) = f{a), g'{a)^f{a), ... <^»)(a) = /'«(a), 
SO daß 

gix) = fia) + ^ (a; _ a) + ... + t^ (« - «)« 

wird, und man also f(x) in der Umgebung r von a als Summe 
von dieser Funktion g(x) und dem schon einmal angegebenen 
Bestgliede in der Taylorschen Formel ausdrückt. — 

Zunächst soll nun die verschiedene Annäherung verschie- 
dener Näherungsfunktionen einer und derselben Funktion f(x) 
in einem Beispiele geometrisch versinnlicht werden. 

Wird die Funktion 

_ 1 

y — l—x' 

die in dem Intervalle von — 1 bis -|- 1 durch die dort kon- 
vergente unendliche Reihe 

l -\' X -\- x^ -}- x^ -{ 

darstellbar ist, in dem genannten Intervalle der Reihe nach 
näherungsweise durch die ganzen rationalen Funktionen aus- 
gedrückt: 

1 + a; 4- iz;2, 

1 4- ^ + ^^ + ^^ 
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SO veranschaulicht man dann, wenn man x und y als recht- 
winkelige Koordinaten deutet und die Kurven mit den Gleichungen: 

y(l-x)-l = 0, 

y = 1 + X, 

3/ = 1 + ^ + ^^ 

y=l-^x-\-x^-\-x^ 

darstellt, die verschiedenen Annäherungen der Näherungsfunk- 
tionen an die gegebene Funktion. 

Die erste Gleichung in x und y stellt eine Hyperbel dar, 
deren Mittelpunkt die Koordinaten (1, 0) hat und deren Asymptoten 
die Gleichungen x = l bzw. y = besitzen, so daß die Punkte 
der Hyperbel, für die der Betrag von x kleiner als eins bleibt, 
nur auf einem ihrer Zweige liegen. 

Die Näherungskurven, wie wir verständlich sagen wollen, be- 
rühren diesen Hyperbelzweig in dem Punkte (0, 1) der Reihe 
nach in der ersten, zweiten und dritten Ordnung. Die erste 
dieser Kurven ist eine Gerade, die zweite eine Parabel, deren 
Hauptdurchmesser von dem Scheitel 



(- ^ i) 



in der Richtung der positiven y Achse verläuft, und die dritte 
eine Kurve dritter Ordnung Cg, die allein in dem Punkte 



\ 3' 2lJ 



einen reellen Wendepunkt besitzt. Von dieser Stelle ab nimmt 

die Ordinate von C^ mit der Abszisse rasch ab und zwar über 

den Punkt 

/ 3 25\ 

V 4' 64; 

nach ( — 1, 0). 

Die Gerade x = ^ schneidet der Reihe nach die Gerade, die 

Parabel, C^ und unseren Hyperbelzweig, aber die Gerade 

1 

die Gerade, Cg, die Hyperbel und. die Parabel. Die genannten 
Folgen der Schnittpunkte dieser zur y Achse parallelen Geraden 
mit den Näherungskurven und der Hyperbel bleiben erhalten. 



§ 20. Das Kestglied der einfachsten Näherungsfunktionen. 
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wenn man die Geraden je bis in den Abstand eins parallel yerschiebt 
Durch den Punkt ( — 1, 0) geht sowohl die Gerade als auch C^; 
alles weitere zeigt die Fig. 22, und weitere Näherungskurven 

Fig. 22. 




y = g(x)^wo g (x) mehr als die ersten vier Glieder der Reihe für 
die gegebene Funktion enthält, führen immer näher an die Hyperbel. 



§ 20. Das Bestglied der einfaehsten Nfiherungsfanktioneii. 

Jetzt gehen wir zur Bestimmung des Restgliedes Jt{x) in der 
Formel 

fix) = g{x) + n {x\ 

zunächst wenn g{x) die Lagrangesche Interpolationsfunktion ist. 
Den Festsetzungen gemäß ist 

gioLv) = f{a^) (v = 0, 1, 2, ... w), 

und darum wird B{x) an jeder Stelle av verschwinden; daher 
kann man 



»=»1 



B{x) z= r {x) IJ (^ — ttv) 



»nzO 



setzen und hat nun die Funktion r{x) aufzusuchen. 

Bi ermann, Mathematische Näherangsmethoden. y 
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Zu diesem Zwecke betrachte man die Funktion: 



v=zn 



v = 

die gewiß die n-\-2 Nullstellen ao, Oi, ... a« und a; besitzt. Setzt 
man voraus, daß O {e) (n -|- l)-mal differentiierbar sei, so hat die 
erste Ableitung ^ {z) nach dem Satze von Rolle (nach dem näm- 
lich die in einem Intervalle von a bis b als bestehend voraus- 
gesetzte erste Ableitung einer an den Stellen a und h verschwin- 
denden Funktion mindestens eine zwischen a und h liegende 
unbekannte Nullstelle besitzt, wofür hier der Hinweis auf die 
geometrische Versinnlichung als Beweis gelten mag) zwischen 
zwei • Nullstellen von Q {z) mindestens eine solche und darum 
zwischen den genannten n -\- 2 Nullstellen mindestens n -f- !• 
Die zweite Ableitung <Z>"(^), d. i. die erste von 0'(^), hat nach 
demselben Satze in dem früheren Intervalle, das die Gesamtheit 
der in Rede gebrachten Nullstellen von 0*(jsi) umfaßt, mindestens 
n Nullstellen usw. und die (n + l)-8te Ableitung ebendort minde- 
stens eine Nullstelle; sie heiße |. Dann wird also 

und weil g{z) nur vom nten Grade, 

v = 

aber vom (n -\- l)-sten Grade, daher 

gin + 1) (^) = und 9)(« + 1) {0) = (n -f 1)! 
ist, so gilt 

^(n + i)(|) ^ f*» + ini) — r(x)(n -)- 1)! = 

fin + 1) (t) 

Danach lautet also die Darstellung von f(x) bei Gebrauch 
der Lagrangeschen Interpolationsfunktion folgendermaßen: 

f/^\ X^ f /., \ (^ ^0) "- /^"^ '" (^ ^n) I 

~^o K - «0) ... /(.) ... K - an) "•" 

fin + 1 (t\ '' = ** 



^) Klein, Anwendunpf der Differential- und Integralreclinung ai;if 
Geometrie, eine Revision der Prinzipien, Leipzig 1902. 
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wo I eine zwischen ^q, aj, ... a^ und x gelegene mittlere, aber 
unbekannte Stelle bezeichnet. 

Wenn man jetzt die n + 1 Stellen a, in eine a zusammen- 
rücken läßt, so nimmt das Restglied die Gestalt an: 



f(n + 1) f fc^ 



und £ bedeutet hier eine zwischen a und x gelegene mittlere, 
aber unbekannte Stelle. 

Versteht man unter -ö* einen zwischen und 1 liegenden 
Wert, so kann man setzen: 

l^= a -\- %{x — a), 

und nun entsteht die Taylorsche Formel: 

fix) = f{a) 4- ^'If (^ - «) + - 4- ^^ {X - ay + 

i (n + 1)! ^^ "^^ ' 

wie wir sie schon einmal vor uns hatten (s. S. 43). 

Nennt man 

X — a = h 
und setzt • 



in die Form: 



(x — a)»+^ 
(n+1)! 





SO kann man das Restglied in der Taylorschen Formel nach 
einem gleich zu beweisenden und später öfter nötigen Mittel- 
wertsatze über bestimmte Integrale auch auf die Form bringen: 

a 


WO 

/•(n + l)(^ _|.Ä_e) 

die (n -|- l)-ste Ableitung von f(x) für das Argument {a-\-h — t) 
bedeutet. Und damit erscheint das Restglied in einer Gestalt, 
die keine unbekannte mittlere Stelle £ mehr enthält, und auch 
so kann es einmal von Vorteil sein. 

7* 
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Der Mittelwertsatz handelt von bestimmten Integralen 

F(t)dt, 

in denen F{t) das Produkt zweier Faktoren q){t) und i\)(t) ist, 
von denen der eine, etwa ^ (^), in dem Integrationsintervalle sein 

fn 

Zeichen nicht ändert, wie in unserem Falle—r zwischen und h 

sein Zeichen bewahrte; und er sagt, daß man das bestimmte 
Integral dann als ein Produkt darstellen könne: 

a 

WO r einen bestimmten, aber unbekannten mittleren Wert von t 
in dem Integrationsintervalle bezeichnet. 

Heißt in unserem Falle der mittlere Wert 

r = ®h, 
ist also 

< < 1, 
und nennt man 

1 — = a-, 

so ergibt sich umgekehrt aus unserem Restgliede in Gestalt des 
bestimmten Integrales die frühere „Lagrange"sche Form des Restes. 
Aus dem Lagrangeschen Restgliede folgt aber auch wieder das 
Restglied in Gestalt eines bestimmten Integrales. 

Beweis des Mittelwertsatzes: Ist, wie gesagt, ^(<) für die 
t Werte des Integrationsintervalles von konstantem, positiven oder 
negativen Zeichen, ist aber daselbst 

80 ist auch 
beziehungsweise 

und entsprechend 

m \ilf{t)dt^\(p(t)^{t)dt^M\il;{t)dt 

a a a 

oder 
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a a a 

und darum wird — wie behauptet war — 



\q>(t)^{t)dt = 9?(r) \t(t)dt, 



wenn 

a fC, r <i ß 
ist. 



§ 21. Die allgemeine ganze rationale Interpolationsfunktion 

und Ihr BestgUed. 

Bevor wir die zu den bekannt gewordenen Näherungsfunk- 
tionen g(x) gehörenden Restglieder in besonderen Fällen an- 
wenden, soll zuerst noch eine besondere Interpolationsfunktion 
abgeleitet und dann eine allgemeine Form für die Näherungs- 
funktion entwickelt werden, wenn sie eine ganze rationale Funk- 
tion ist. 

Es sei die ganze rationale Funktion g (x) vom Grade 2 n -f- 1 
zu finden, die den 2 w -|- 2 Bedingungen genügt : 

g (uy) = f((h\ g' (a,) = f {ay\ {y = 0, 1, 2, . . . n) i). 

Man setze die verlangte Funktion in der Gestalt an: 

g{x) = go (x) -f (p{x)&(x), 
wo 

aber d^(x) eine solche ganze Funktion nten Grades sei, daß g(x) 
den zweiten n -f- 1 der 2n + 2 Bedingungen Genüge leistet, 
nachdem den n -f- 1 ersten der gestellten Bedingungen schon 
entsprochen wurde. 
Es ist nun 

g' (öv) = g'o (a») + 9' (öv) ^ (ay) = f (av), 
also soll 

^(«..) = /M;z^ (v = o,i,...«) 



*) Markoff, Differenzenrechnung, S. 4. 
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werden, und man kann nach der Lagrangeschen Interpolations- 
formel anschreiben: 

Hierzu bemerke man, daß 




<P' (x) - 



-^ fjOf) ^ ^ -^ X — g« 



^ = 9''(««) (^ — «,«) 



^^<piau)x — a^\-^^x — a, x — af,J 

wird und beachte, daß nun g'„ (au) eine homogene lineare Funktion 
der f(aft) wird, etwa 

p»K) = /■(«•) ^r + fMAf> + - 4- /•(««) ^^- 

Die Koeffizienten Äf^ brauchen wir nicht zu berechnen, weil 

es uns später nur um die Form von g(x) zu tun sein wird, die 
wir noch feststellen müssen. Bei Benützung der Zeichen Ä^^ wird 



v = n 



Jetzt ist 



0{z) = f(g) -g(z)-r (x) n (^ - «.)« 

v — O 

eine Funktion mit den Nullstellen 

ao, ti], ... dn und rr, 

von denen die ersten n -f- 1 doppelt zählen, und nach dem Satze 
von Rolle wird die (2n~|- 2)-te Ableitung von 0{z) an einer 
zwischen diesen Nullstellen liegenden unbekannten Stelle S ver- 
schwinden und so wird 

/•(2n + a)(|) _ r{x)(2n + 2)! = 
und 



§ 21. Die allgem. ganze rationale Interpolationsfonktion u. ihr Restglied. 103 

Insbesondere wird also in dem eingangs erwähnten Falle 
(s. S. 95) der Näherungsfunktion 

das Restglied 

■ f (. - ^Y. 



r(i) 

2 



Es wäre nun möglich, die Verallgemeinerung der letzten 
Näherungsfunktion dahin zu vollführen, daß man die Funktion 
g(x) ermittelt, die den Sn -\- 3 Bedingungen genügt: 

und sie in der Gestalt ansetzt: 

g{x) = g,{x) + q>{x)%{x) + q)^{x)@{x) 

und so fortfährt, wobei v = 0, 1, 2, ... n zu setzen ist. 

Doch ist es vorteilhafter, gleich allgemein die ganze rationale 
Funktion g{x) niedrigsten Grades in Erwägung zu ziehen, die 
an den Stellen a©, aj, ... a„ die Eigenschaften hat, dieselben 
Werte wie f{x) anzunehmen, und die Eigenschaften, daß die 
ersten («o — 1) bzw. («i — 1) usw. bzw. (an — 1) Ableitungen 
in tto bzw. Ol ... bzw. a^ mit den gleichnamigen von f{po) über- 
einstimmen!). 

Nennt man 

«0 + «1 + h «n = W, 

SO soll eine ganze Funktion niedrigsten, also {m — l)-sten Grades 
mit m Koeffizienten gefunden werden, die m Forderungen genügt. 
Führt man die Bezeichnungen ein: 

y^,(x - a,) = A^^ + ^0) ^^ + ... + A<:i_, ^^(~^y 

(v = 0, 1, 2, ... w), 

so kann man g{x) in der Form aufnehmen: 

g{x) = ya,{x — ao) + (^ — «o)"<>.y«i (^ — «i) + 
-{-{x — a^y^ {x — ai)«^.y«, (x — aa) -\ 

-{-{x — ao)«o ... (x — a„_i)"«-i.y«„(a; — a«) 



^) Siehe Markoff 1. c. und zur Formel von Markoff im achten Bande 
des Archivs für Mathematik und Physik den Aufsatz von G. Zemplen. 
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und man sieht, daß, im Falle alle a, = 1 sind, g (x) die Gestalt 
erhält: 

g{x) = Ao -\- Äi{x — Uo) + Ai(x — ao){x — a^) -] 

+ An{x — ao){x — ai) ... {x — «n-l). 

Femer wird in dem jetzigen Falle: 

und die mte Ableitung von ^{ßs) besitzt zwischen den Stellen 
ar und X mindestens eine Nullstelle S. Es ist also 

und 

v = 

Doch kann man natürlich in der Umgebung von a, auch 
setzen : 

fix) = Ya, {X - a.) + j f'^^\a. + K- U) j^^^^A^^ dU, 



wobei hv =^ X — av ist. 



§ 22. Die Yerwendung der ganzen Interpolatlonsfunktion 

zur Darstellung einer Abhängigkeit. 

Will man nun die Darstellung einer vorgegebenen Funktion 
f{x) in dem die Stellen ao, Oi, ... a„ umfassenden Intervalle von 
* c bis ä durch eine ganze rationale Funktion g (x) als Näherungs- 
funktion und das entsprechende Eestglied R{x) verwenden, so 
suche man den Maximalwert dieses Restgliedes zu erkennen, der 
sich ergibt, indem man die unbekannte Stelle | in dem Intervalle 
verschieden wählt und x das Intervall durchlaufen läßt. Heißt 
der größte Wert oder gar ein Wert, der größer ist als der 
Maximalwert des Restgliedes, Jf, so wird man f(x) an irgend 
einer Stelle des Intervalles bis auf den Wert M durch g(x) aus- 
drücken und berechnen können. Wenn M klein ist, so liefert 
g(x) den Wert von f{x) zu gewissem Zwecke, den gerade einmal 
eine Aufgabe erheischt, genau genug, d. h. die Funktion f{x) 
wird allein durch g{x) dargestellt werden können. 
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Indem man den Näherungswert von f{x) an einer von den 
Stellen av verschiedenen Stelle a durch g (x) berechnet, sagt man, 
man interpoliere f{x) mit Hilfe oder durch die ganze rationale 
Funktion g{x). 

Man kann der Einfachheit halber die Stellen op, in dem 
Intervalle von c bis d äquidistant wählen und etwa 

^ c 

«0 = 0, ttfi •= c -}- (i (fi = 1, 2, . . . w) 

7» 

setzen und wie früher die ganze Funktion niedrigsten Grades 
g{x) bilden, die in c und an den n Stellen a^ dieselben Werte 
annimmt wie f(x)^ aber dann auch fragen, ob und unter welchen 
Bedingungen bei immer größer werdendem n 

lim gn{x) 



n = oo 



eine bestimmte Funktion G{x) ergibt, die außerdem in dem Inter- 
valle von c bis d die gegebene Funktion f(x) darstellt. Ob und 
wann also zu der möglicherweise auftretenden bestimmten Funktion 
G (x) keine neue lim JB (x) hinzutreten muß oder hinzutritt, damit 



n = tD 



f(x) in dem Intervalle von c bis d durch G(x) dargestellt werde. 
Das muß, wie man sieht, gar nicht mit der Existenz von G(x) 
zusammentreffen, weil' ja bei dem Übergange zur Grenze erstens 
die Existenz des Rolleschen Satzes gar nicht mehr feststeht, denn 
es fallen ja nun in das endliche Intervall von e bis d unbegrenzt 
viele Stellen a^ hinein, und weil zweitens die Aussage lim R(x)=:0 
erst erwiesen werden müßte. "~" 

Aber hier kann es nicht die Aufgabe sein, die Umstände zu 
entwickeln, wann G(x) existiert und wann G{x) in einem be- 
stimmten Intervalle f(x) darstellt, denn man bedürfte hierzu 
mit Rungel) Hilfsmittel, die wir hier nicht in Anspruch nehmen 
können. Es erschien nur passend, diese Fragen auf zu werfen, weil 
sich ähnliche Fragen auch späterhin aufdrängen werden. 

Nun soll aber mit wenigen Worten von der Darstellung 
einer Abhängigkeit die Rede sein. Will man eine solche 
durch eine ganze rationale Funktion ungefähr beschreiben, so 
halte man sich vor Augen, daß man jetzt weder f{x) noch f^*^ + ^^ (^) 
besitzt. Es wird darum später auch nur von. der näherungs- 



*) Runge, Mathem. AnnaL, Bd. 46 und 1. c. (s. S. 44), S. 126. 
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weisen Bildung der mten Ableitung einer Funktion auf Grund 
von iw -f" .1 ihrer Werte die Rede sein. — Femer bedenke man, 
daß bei einer Darstellung einer auf Grund von Beobachtungen 
gesetzten Abhängigkeit von einem Restgliede nur insoweit die 
Rede seii^ könne, daß ein dem „Restgliede einer Funktion^ nach- 
gebildeter, näherungsweise hergestellter Ausdruck gemäß von Er- 
fahrungen in einem Intervalle von c bis d entweder zu vernach- 
lässigen ist oder nicht, und somit die Abhängigkeit durch die 
Näherungsfunktion zu beschreiben ist oder aber diese Beschrei- 
bung unmöglich oder unzulässig ist. 

Im Falle periodisch verlaufender Abhängigkeiten werden wir 
auf eine analytische Beschreibung derselben wieder zu sprechen 
kommen. 

§ 23. Eine praktlsehe Yerwertung der Interpolations- 

funktion. 

Jetzt handle es sich um eine praktische Verwertung der bis- 
herigen Interpolationsformeln. 

Es sei die Funktion f{x) = \ogx an den Stellen a und 
a + 1 vorgelegt und man soll diesen Briggschen oder gemeinen 
Logarithmus in dem Intervalle von a bis a-\-l durch die ganze 
rationale Funktion ersten Grades näherungsweise beschreiben, die 
für X = a und x = a -\- l die Werte loga und log(a -|- 1) an- 
nimmt; welches wird der Fehler? 

Die Näherungsfunktion ersten Grades lautet: 

9i^) = log« ! ~ ,^! t ]l + log(a +1) "^ ~ "^ - 



a — (a + 1) ' ^ ^ ' >^ (a _[- 1) _ a 
= loga + [log(a + 1) — logd](x — a) = 



= loga + log (l + -) (^ — ö^X 



und weil 



.,, . dlogx löge M 0-43429... ^0-5 
f (x) = —~^— = -^^— = — = < — 

\A/ tA/ %L' %Aj <a/ tk/ 



rw = -f 



ist, so heißt das Restglied: 



■Rix) = — j^^ {x — a)[x — (a -f 1)]. 
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Indem man x von a bis a -|- 1 ändert, nimmt 

{x — a)\x — ip, -\- 1)] 
für 

, 1 

den größten Wert an, nämlich den Wert — ^, und darum wird 
in dem betrachteten Intervalle: 

■R(nr\ \ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

Rechnet man also mit fünfstelligen Tafeln, wo die Mantissen 
der Logarithmen vierstelliger ganzer Zahlen in fünf Dezimal- 
stellen angegeben sind, setzt a und | vom Range drei und zum 
mindesten gleich 10» voraus, so wird der Fehler von logrp, wenn 
X zwischen a und a -\- \ liegt, bei der Berechnung mit Hilfe der 
früheren ganzen Funktion ersten Grades kleiner als 



16.106' 



was auch a für eine Zahl vom Range drei sei^). 

Will man aber den Logarithmus von x in Beziehung auf die 

Basis 10 nach Angabe seiner an den drei Stellen der arithmetischen 

Reihe 

x -= a^ a-f-Ä, a -\- 2h 

vorkommenden Werte in dem Intervalle von a bis a + 2 ä durch 
eine Näherungsfunktion vom zweiten Grade beschreiben, so ist 
nach Einführung der Bezeichnungen 

a = tto, a -|- Ä = %, a -|- 2 Ä = aa 
zu setzen: 
, , {x — a^)(x — «a) , , {x — ao) {x — a^ , 



^) Bei kleinem a ^ 1 kann man nicht ebenso vorgehen, denn es würde 
nicht gut möglich sein, die Kurve y = logx in dem Intervalle von a bis 
a -\- 1 durch die Sehne zu ersetzen. Darum bilde man das Intervall etwa 
durch I = lO^a;, wo k eine positive Zahl, größer als eins sei, auf einen 
solchen Teü der x Achse ab, wo die logarithmische Kurve nicht mehr rasch 
ansteigt, und dort gehe man in der früheren Art vor. 
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doch das Restglied heißt auch 

— [x^ —x^ (ao + «1 + «2) + ^ («o«i + «0«« + «1 «2) — ^0 «1 «2] = 

M 

= ^ [^8 _ ^2(3a 4- 3Ä) + :r (3a2 + 6aÄ + 2h^) — 

— (as + 3a2Ä4-2aÄ'^)]. 

Darum, weil hier die Klammergröße ihre extremen Werte 
für die Lösungen der Gleichung 

2 1 

x"- — - (ao + «1 4" ^2) ^ + 3 («0 % + «0 0^2 + «1 »2) = 

annimmt und zwar den Maximalwert für 

iTi = - (ao + ai + aj)— - VCao+Oi+aa)^— 3(aoai+«o«2+ai«2X 

so wird eine obere Grenze des Restgliedes durch den Ausdruck 
angegeben: 

1 M 

T ;7F \Pi — ^1 K + % + ^2) + ^1 («0^1 + öto«2 + «1 aa) — «o«! ««]• 
D »0 

Die näherungsweise Darstellung von logrc durch die hier ge- 
nannte Funktion zweiten Grades gebraucht man bei der inter- 
polatorischen Berechnung des Logarithmus, wenn er mehr als 
siebenstellig ist. 

§ 24. Berechnung der Koeffizienten einer Interpolations- 

funktion. 

Die Lagrangesche Interpolationsformel, die eine ganze 
rationale Funktion (n — l)-8ten Grades, ^«-1(^)5 bestimmen lehrte, 
welche an n vorgegebenen Stellen a» [1/ = 0, 1, 2, ... (n — 1)] 
bestimmte Werte 

annahm, hat den einen großen Nachteil, in jedem ihrer Glieder 
verändert werden zu müssen, wenn statt der ganzen Funktion 
(n — l)-sten Grades eine neue vom nten Grade gn{oo) verlangt 
wird, die außer den früheren Bedingungen noch der weiteren ge- 
nügt, an einer (n -|- l)-sten Stelle a„ den vorgegebenen Wert 

Vn = f{an) 
anzunehmen. 

Um diesen Nachteil zu beheben, verlangen wir die ganze 

rationale Funktion (n — l)-sten Grades gn—i(x) in einer solchen 
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Gestalt, daß diese ohne eine Veränderung auch in der Funktion 
gn(jx) auftritt, die den Bedingungen von gn—i(x) und noch einer 
gleichartigen neuen genügt Dazu ist notwendig und hinreichend, 
daß Qn—iip) die uns schon begegnete Form annehme (s. S. 104): 

gn-i{x) = Aq -\- A^{x — ao) -]- A^ix — ao){x — a^) -^ 

+ An-i{x — aQ)(x — Ol) . . . (X — Un-i), 

worauf 

9n(x) = Ao -i- A^{x — üq) + A^ix — a^)(x — Oi) -| 

+ An{x — ao)(x — Ol) ... (x — an-i) 
wird. 

Die Koeffizienten 

von gn{x)i das wir in Hinkunft nur mehr mit g{x) bezeichnen, 
sind somit den Bedingungen unterworfen: 

g{a^) = ifi^ = A, 

9 (oi) = i?i = ^0 + A («1 — «o), 

gifh) = i?3 = A + A («2 — öo) + A («2 — ao)(a2 — «i), 



g(a^ = -»?« = A + A (»n — «o) + A(a« — ao)(an — Ol) -| 

WO nun nicht angeschrieben ist, daß die Werte i^v mit den Werten 
f{av) übereinstimmen sollen, was ja auch durchaus nicht der Fall 
sein muß und auch nicht der Fall sein wird, wenn die Funktions- 
werte ficiv) nur näherungsweise angebbar sind und daher die 
Näherungsfunktion g{x) an den Stellen a» nur näherungsweise 
mit der Funktion f{x) übereinstimmt 

Aus der ersten, aus den ersten zwei oder den ersten drei 
der früheren Gleichungen ergibt sich 

^ = no = g («o), 

A = ^1 ~ '^o = g(^o) I 9((h) 

1, 0, g(ao) 

1, Ol — ao, g (aj) 
1, a, — «0, g(a^) 



A.= 



g (^o) _|_ 



(Oi — ao) (»2 — ao) (aa — a^) {a^ — a^) (Uq — a^) 

i 9M ^ 9 {(^2) 

' (Oi — ao) (aj — Oa) ' {a^ — ao) (a^ — a^) ' 
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und es liegt die Vermutung nahe, daß auch 

9(0 



A = 



+ 



(üo — Ol) (Uq — a^) ... {uq — Oy) 

i 9M I 

' (aj — tto) (ai — ai) ... (oi — «0 



(v = 3, 4, . . . w) 



+ 



9((^>) 



{üv tto) (a» «i) ... {CLy ttv-l) 

werde und sich somit das hier ausgesprochene Bildungsgesetz der 
Koeffizienten der g{aj) (x = 0, 1, 2, ... v) bewahrheite, d. h., 
daß man in dem Ausdrucke für A^ aus dem Koeffizienten von 
g (a«), das ist aus 

1 

{Ux — ao) (a, — tti) ... /(;,) ... (a, — a») 

den von ^(a/) durch Vertauschung von x und k finde. 

Der Beweis hiefür soll mit Hilfe von Betrachtungen über 
Determinanten abgeleitet werden i). Man sieht, daß die Auf- 
lösung der vorgelegten n -|- 1 Gleichungen für An liefert: 



fi,v = n 



n K — «0 



1, 0, 0, 

1, Ol — ao, 0, 

1, a^ — ao, (aa — a©) (Oj — Oj), 



1 , fln — «0, (a« — ao) (a« — Ol), 






giP'n) 



wo das Produkt über alle Differenzen a^ — a, auszudehnen ist, 
in denen ft > v ist, und gleich in diesem letzten Falle soll ge- 
zeigt werden, was in den ersten drei Fällen wahrgenommen 
wurde und für den allgemeinen Fall vermutet war. 

Stellt man in dem Zähler des Ausdruckes für An die De- 
terminante als Summe der Produkte der Elemente der letzten 
Vertikalreihe und ihrer n-zeiligen Unterdeterminanten dar, so findet 
man als letztes Glied das folgende: 

n — 1 



^) Biermann, Monatsb. f. Mathem. u. Pbys., Jahrg. XYI. 
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und darum hat An gewiß das Glied: 

(an — ao)(an — Oi) ... (a« — «n-i)' 

Es ist zu zeigen, daß der Koeffizient von g(ai) in dem Aus- 
drucke für An aus dem von g{an) erhalten wird, wenn man n 
mit V vertauscht, und daß somit gilt: 

f^^(a, — ao) ... /(,) ... (oy — an) 
Zum Beweise führe man die Bezeichnung ein: 

^k^ = K — ao)(«k — Ol) ... (ait — ai), 

wo l <i k ^ n ist, so daß die Determinante des gegebenen 
Gleichungensystems in der Form zu schreiben ist*. 

1 31 91 

Die n-zeilige Unterdeterminante von g(an—i) in der (n -j- 1)- 
zeiligen Determinante des Zählers in dem Ausdrucke für An heißt 
dann : 

^_j)2n-lp(n-2) l . p(0) pCD .. pin-S) 

und darum der Koeffizient von g{an-i): 

■p(n-2) 



p(«-2) p(n-l) (ötn-i — «o) ••• (»n-l — «11-2) (»n-l — »n)' 

w — 1 fl 

d. h. er wird aus dem von g (un) durch Vertauschung von n und 
n — 1 gefunden. 

Zum Beweise, daß diese Eigenschaft bezüglich des Koeffizienten 
jedes Elementes g (ctv) gilt, schreiben wir zunächst den Koeffi- 
zienten von g{av) heraus. Er heißt: 



(_j^^n + >p(.-^2) p(l)p(0)^ 

p<n-U,^,p(l)p(0)i 
n 2 1 



pc - 1) p(*) 

-^v + 1 ' -^v + l' 


0, 


0, 





■'- v-\-2 ' -'■r + 2' 


p(v + 1) 
-^r + 2 ' ••• 


0, 





• * 


• 


• 


• 


. . 


• 


• 


. 



p(»' — 1) p(v) pC^ + l) p(n-8) /^ 

^n-2 ' -^n-2' -^n - 2 ' ' " ' -^ w — 2 ' " 

p(>'— 1) pW pC^ + l) . p(n— 8) p(n— 2) 

^n-1 ' ^n-1' ^n — 1' * -^ n — 1 ' -*^ n — 1 

pC* — 1) pW pCi' + l) ... p(n-8) p(n-2) 
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und geht für v = n — 1 in den schon angegebenen Koeffizienten 
von g(an^i) und auch bei Vertauschung von v und n — 1 in 
diesen Koeffizienten über. Weil aber, wie wir wissen, der Koeffi- 
zient von ^(a„_i) in den von g(an) übergeht, sobald man a„«i 
mit Un vertauscht, so wird der Koeffizient von g (a„) (v < w — 1) 
auch in den von g{an) übergehen, wenn man v mit n vertauscht. 

Wenn man umgekehrt in dem Koeffizienten von ^(a„) n durch 
V ersetzt und auch v durch w, damit man keinen Faktor a^ — Uv 
im Nenner erhalte und damit -4„ endlich bleibe, d. h. wenn man 
n mit V vertauscht, so gelangt man von dem Koeffizienten von 
g{an) zu dem von g{ay). Erhielte man nämlich einen anderen 
Ausdruck als Koeffizienten von fl'(a,), so lieferte dann umgekehrt 
die Vertauschung von v und n nicht den Koeffizienten von g (a«), 
wie das eben der Fall war. Der gesetzte Fall ist aber un- 
möglich, weil man es in den Ausdrücken für die Koeffizienten nur 
mit eindeutigen, nämlich mit rationalen Funktionen der Größen 
a,. zu tun hat. 

Hiemach sind also die Koeffizienten Äv in der Funktion g (x) 
auf Grund der n -(- 1 Forderungen bestimmt, daß die ganze 
Funktion nten Grades an den w -|- 1 Stellen a» die Werte rjv an- 
nehme. 

§ 25. Die beste Näherungsfanktion. 

Indem man die in dem letzten Paragraphen vorgegebenen 
Werte ly» gleich /*(a») setzt, wird g{x) eine Näherungsfunktion 
von f(x), und jetzt ist die Frage nach derjenigen Näherungs- 
funktion berechtigt, die an den n -\- l Stellen a^ solche Werte 
g(av) annimmt, daß die Summe der Fehlerquadrate der Näherungs- 
funktion gegenüber f{x) an den Stellen a», also der Ausdruck 



n 




[f(P') - 9 K)]* 

ein Minimum werde; dann heiße g{x) die beste Näherungs- 
funktion. 

Diese aus der Methode der kleinsten Quadrate hierher über- 
nommene Fragestellung wird mit Rücksicht auf spätere Fragen 
schon hier aufgenommen. 

Es sollen also die Koeffizienten Ay als derartige Funktionen 
der Größen a^ berechnet werden, daß die Summe der Quadrate 
der Abweichungen von f{x) und g {x) an den gegebenen n -\- \ 
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Stellen a, am kleinsten werde. Setzt man g(x) wieder in die 
frühere Form: 

Ao -\- Äi(X — ao) -j 1- Än(x — flo) ••• (^ — «n-l), 

SO wird 

g(ar) = Ao -{- Ai (a» — ötg) -f~ • • * "h ^v(av — «o) ••• (f^v — a»-i). 

Bezeichnet man nun diesen Ausdruck mit (7y, bildet die 
halben Ableitungen von 

nach den Unbekannten At und setzt diese Ableitungen zur Er- 
füllung unserer Forderung gleich null, so soll also 

[/•(ao) - Co] + [fiO - C,] + ..• + [f(an) - Cn] = 0, 

(fh — öo) [f((h) — Ci] H h K — «o) [/K) — Cn] = 0, 

(ötn — ao) . . . («n — ön-l) [/"(«••) — Cn] = 

sein. Doch weil die Determinante dieser in den Elammergrößen 
f(flv) — Cr linearen und homogenen Gleichungen dem Produkte 
ihrer Diagonalglieder gleichkommt und dieses zufolge der An- 
nahme, daß n -f- 1 verschiedene Stellen a^ vorgegeben seien, nicht 
verschwindet, so sind die linearen Gleichungen nur befriedigt, 
wenn die Elammergrößen selbst verschwinden. Damit aber er- 
fährt man, daß 

g (uv) = Cy = f(a,) = i2v (i/ = 0, 1, 2, . . . w) 

sein müsse, was zwar nicht überrascht, aber doch zu der Aussage 
berechtigt: 

Unter den ganzen rationalen Funktionen nten Grades ^(a;), die 
an n -f- 1 vorgeschriebenen Stellen ay bestimmte Werte iy» an- 
nehmen, ist diejenige die beste Näherungsfunktion von f(x)^ die 
an den Stellen a» dieselben Werte annimmt wie die Funktion f(x). 

§ 26. Die Newtonsche Näherongsfanktion, 

Einen besonderen Fall dieser besten Näherungsfunktion schafft 
man dadurch, daß man die Stellen ao, a^y ,., an äquidistant wählt, 
also jetzt setzt: 

tto = a, tti = a -{- hy ... an = a, -\- nh. 

Biermann, Mathematische N&henmgsmethoden. q 
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Dann lauten die in dem § 24 enthaltenen Bestimmungs- 
gleichnngen für die Größen J.», weil g (uv) = f (ov) sein soll, 
folgendermaßen : 

Ao = f{a), 

^~ = ro [/*(« + ^*)-(i)/'(^+^^^^*) + --- + (-l)"/*(4 
Führt man hier noch die Bezeichnung ein 

f(a + vÄ) - (^) f(a-^^r-[h) -^ f- (- l)' fia) = J'f(a), 

SO wird dadurch die Näherungsfunktion g(x) im Falle der äqui- 
distanten Stellen 

a -{- vh (v = 0, 1, 2, . . . n) 

g(x) = f{a) + ^ff^ (^_a) + ^^\a;-a)(^-a-Ä) + ... 

+ ^^" (oo — a)(x — a — h) ... (x—a — n — Ih). 

Diese sog. Newtonsche Näherungsfunktion wenden wir 
gleich an, indem wir log a;, das an den Stellen a, a -f- 1? a + 2 
gegeben sei, bis auf das Restglied: 

M 

i^ [^3 _ 3(a -f- 1) :z;2 _|- (3 ^2 + 6 a + 2) ;r — a(a2 + 3a + 2)] 

durch die Funktion darstellen: 

g(x) = loga + yj- [log(a + 1) — loga)] (a; — a) + 

+ -^ [log(a + 2) ^ 2 log(a +1) + loga] (x — a) (x — a — l). 

Handelt es sich aber allgemein um die Darstellung einer 
Funktion f(x), die an den w + 1 äquidistanten Stellen a -{- vh 
die Werte f{a -{- vh) annehmen soll, so wird 
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fi^) = 5'(«) + L _|_ 1)1 i?: — a){x—a—h)...{x — a — nh) 
und hier ist 

"*" n!A" (a; — a) (a; — a — Ä) ... (a; — a — « — lÄ); 

und das ist diejenige ganze rationale Funktion nten Grades, 
welche gegenüber f{x) die beste Annäherung unter denen auf- 
weist, welche an den n -|- 1 Stellen a -\- vh vorgegebene Werte 
besitzen, denn diese Werte sind f{a -f- vJi). 

Die letzte Formel läßt eine einfachere Schreibweise zu, in- 
dem man 

X — a = he 

setzt, und zwar wird: 



1! ' 2! 



z/« f(a) 



= «a) + ^«a)(') + ^'/-(«)(j)H h-^-A»)(^) + B(«). 

WO t zwischen der kleinsten und der größten der drei Zahlen 0, 
n und ^ liegt. 

Liegt X zwischen a und a -j- nh^ so sagt man, daß f{a-\-}iz) 
bei der Berechnung durch g{a-\-hz) näherungsweise durch Inter- 
polation bestimmt werde. Doch wenn x außerhalb des genannten 
Intervalles liegt, so sagt man, man bestimme f{a'\-hz) mit Hilfe 
von g(a -\- hz) durch Extrapolation. 

§ 27. Anwendungen der Interpolationsformeln, 

Es soll zunächst die Newtonsche Interpolationsformel auf ein 
besonderes Beispiel angewandt werden. 

Bei wiederholter Beobachtung einer Größe habe sich der 
mittlere Fehler ft und mit dessen Hilfe das Präzisionsmaß der 
Beobachtungen 

8* 
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h = -7L- = 042 
V2^ 

ergeben. Darauf werde die Wahrscheinlichkeit dafür verlangt; 
daß der Fehler einer weiteren Beobachtung kleiner als 3 werde. 
Diese Wahrscheinlichkeit wird darum, weil 3 X 0*42 = 1*26 
ist, durch den Ausdruck gegeben 

1-26 
' 

und nun soll dieser Ausdruck näherungsweise berechnet werden, 

wenn für das bestimmte Integral 

t 



^<'>=Äi 



' 

bei den Werten 

t == M5, 1-20, 1-25, 1-30 

die Werte festgesetzt werden: 

0-89612, 0-910 31, 0-922 90, 0-934 00. 

Es wird nun hier 

^ /"(l-lö) = 0-01419, 
^^f{l'lb) = — 0-00160, 
^8/*(M5) = 0-00011 
und ferner gilt 

a = 1-15, h = 0-05, X = 1-26, 

so daß man erhält: 

/•(1-26) = 0-89612 + ^ 0-01419 — ^j^^ 0-00160 + 

11.6.1 n.6.1. 4. / 5 Y _ 

= 0-925 235 68 -^r'W. 

wo r ein mittlerer Wert in dem Integrationsintervalle von 1-15 
bis 1-30 ist. 

Es ist nun aber 

man findet darauf f'(t), f"(t) und 
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f'"(<) = — i= t(2P — 3)e-«' 

und rechnet danach, daß der Betrag des Bestgliedes 

12 



^^'^^ 8r(2t2- 3)e-^ 



< 



1012 



y^ 101« 

bleibt. 

Doch daraus folgt noch nicht, daß der Wert 0*925 235 68 den 
Wert von f(t) an der Stelle 1*26 auf acht Dezimalstellen genau 
angibt, denn wir ließen bisher und lassen auch in der nächsten 
Folge noch ganz außer acht, daß die angegebenen Werte von f(t) 

mit Fehlern, kleiner als yTr^, behaftet in die Bechnung auf genommen 

wurden. Wie weit diese Fehler den Wert von f(t) an der Stelle 
1*26 beeinflussen, wird an anderem Orte untersucht werden. — 

Jetzt soll bei Vernachlässigung der üngenauigkeit der Tafel- 
werte für den Logarithmus die Frage behandelt werden, wie groß 
die Fehler der linearen Interpolationsfunktion bei Benützung von 
fünfstelligen Tafeln sind. 

Ist zuerst allgemein f{x) eine tabulierte Funktion und findet 
man ihre Werte für x = a und x = a ^ h, will man aber den 
Funktionswert an einer Stelle x des Intervalles von a bis a -|- ä, 
so hat man diesen nach der schon wohlbekannten Formel zu 
berechnen 

fix) = fia) + /•(« + ^^) - m (^ _ „) + je(^), 
wo 

R(x) = ^^ (x — a)(x — a^h) 

ist, aber der Betrag des Bestgliedes 

\R(^)\<^\f'm\ 

bleibt, weil der Maximalwert von (x — a) (x — a — h) gleich 

7- ist. 

4 

Für die inverse Funktion von y = f{x\ sie heiße x = (p (y), 

wird ebenso 1), wenn für x = a y = b und für x = a -\- h 

y = b -\-h ist: 

*) wo hier das Vorkommen verschiedener Funktionszweige außer acht 
gelassen wird. 
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und hier ist 



I ^(y) I < ^^^^ [/'(« + A) - /^(«)]*. 

wenn iy einen mittleren Wert von y zwischen h und 6 -|- & be- 
zeichnet. 

Ist nun y = log^r, so wird bekanntlich 

wenn also ic zwischen 10 und 10^ liegt, so wird der Fehler kleiner 

^Is T^-TTToi wenn x zwischen 10^ und 10» liegt, so wird der 
Ib . 10^ 

Fehler kleiner als .^ ,_ > und wenn x zwischen 10^ und 10* 

Ib . 10* 

liegt, so wird der Fehler kleiner als 



16.106 
Ist X = 10^, so wird 

,.(,) = no..o.= -=-, 

WO 

4r = 2-30258 ...< 2-5 
M 

ist; und femer wird 

lOv 

wo 

w < «-25 

ist, und somit 

I ^(y) l< -^ lO'i . [log(a + Ä) - loga]a. 

Wenn insbesondere a = 10', ä = 1 ist, wird darum, weil 
in fünfstelligen Tafeln 

log 1001 = 3-00043 
ist, 

-jj. . , ^ 6-25 ,_, /43 V ^ lö 
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und wenn a = 10^, ä = 1 ist, wird darum, weil 

log 101 = 2-00432 
gilt, 

|B(,„ <«-.„..(-)■<-. 

Will man nach Tafeln, wie denen von Jordan für die tri- 
gonometrischen Funktionen sinus und cosinus von Winkeln, die 
von zehn zu zehn Sekunden angegeben sind, in einem Intervalle 
von Ä == 10" zur Berechnung eines Sinus linear interpolieren, so 
hat man dann, wenn etwa a = 13® 37' 40" ist, 

sin 13« 37' 46" = 
= sin 130 37' 40" + ^ (sin 13o 37' 50" — sin 13« 37' 40") + ü = 

= 0-2356133 + ^^ + JR, 

und hier gilt 

I T> I ^ 1 • ,o«orT/...^// I.O 0-235 6604,, 
I JS I < — sm 130 37'.50" . h^ = ä«, 

o o 

doch muß h in Bogenmaß ausgedrückt werden, weil die anderen 

Größen in Längenmaß vorkommen. 

3 

Da nun einer Minute ein Bogen kleiner als jr- zukommt, 

so wird 



0-2356604 / 3 V 

I ^ I < — 8 — \wO < 



3.108 
Will man den log sin eines zwischen 6^ und 84® gelegenen 

Winkels aus einer fünfstelligen Tafel, wo Ä = (yä) ^^^ entnehmen, 

so wird der Betrag des Fehlers bei der linearen Interpolation, 

indem 

M 

aber der Sinus in dem genannten Intervalle größer als yrr ist: 

<8^*^' 
wo Ä = ( — j wieder in Bogenmaß auszudrücken ist. Dann wird 



1 102 /3 Y 



1 102 / 3 \2 6 
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Die Fehler von log sin a in dem Intervalle von V 40' bis 6" 
ließen sich in ganz entsprechender Weise bestimmen. Ist aber 
a ein zwischen 0^ und 1^40' liegender Winkel, den man in 
Minuten ausdrücke, so setzt man bei Angabe von 

, sin a o 
log = S: 

log sin a = S -f- log a, 

d. h. der Fehler von log sin« setzt sich aus dem von S und 
dem des Logarithmus eines Numerus a zusammen. 

Die Fehlerbestimmung von log cos eines Winkels bedarf 
keiner weiteren Auseinandersetzung. 

Will man aber den Fehler bei der Berechnung von log tg a, 
so beachte man, daß dann, wenn 6^ ^ a ^ 84^ ist. 



wird und also 



if-m\ = t-\^^\<'io 



I «w i< f ■ (4Y< 



lOV 107 
ist. — 

Es ist nun zu erwägen, welchen Fehler man begeht, wenn 
man bei Übergang von log sin a = c zu « auch die lineare Inter- 
polation verwendet. 

Es ist jetzt 

sin« = 10^ 

und wenn man zuerst c berechnet, macht man einen Fehler, 
dessen Betrag kleiner als 

6-25 . ^,„ /120V ^ 12 

wird, denn die Differenz der Logarithmen der Sinusse zweier um 
eine Minute verschiedener Winkel bleibt in dem Intervalle von 
60 bis 840 kleiner als 

120 

105* 

Geht man nun aber noch von sin« = ;sr zu a = arc sin^e:, 
so macht man, weil, wie in den Jordanschen Tafeln zu lesen ist, 

. /■ \ i\ ' ^ 483 
sin(a + 1) — sma < -^^ 

gilt, einen Fehler, dessen Betrag kleiner bleibt als 



§ 27. Anwendungen der Interpolationsformeln. 121 

Es bleibt aber nahezu 

darum wird der Betrag des Fehlers im allgemeinen auch kleiner als 

3 _ 
107 — *?' 

und der Fehler von a ist nun folgendermaßen zu untersuchen: 
Das Argument von arc sin ist eine Größe , die bis auf s nicht 
genau bestimmt ist. Will man aber eine Gleichung 

a = arc sin (ao + f ), 

wo Uo ein bestimmter Wert des früheren z sei, unter Hilfe der 
linearen Interpolation behandeln, so beachte man, daß in der auf 
S. 118 Yorkommenden Formel für x^ in der man x^ y und (p der 
Reihe nach durch a, ao -j- * ^^^ ^^ ™^ ^^ ersetzen hat, bei 
kleinem & ein Fehler von a, abgesehen von iy, höchstens gleich 

3 arc sin (ao + *) — ^ ^^ ^i^ ^o 

auftreten könne. Wenn man nun in diesem Ausdrucke mit Hilfe 
der Taylorschen Reihe nach Potenzen von b entwickelt und 
höhere Potenzen von a vernachlässigt, so wird der Fehler also 
höchstens : 

/darcsin-8?\ , 3« , ,s 

Es soll nun auch noch der den bisher betrachteten Fehlern 
entsprechende in den Gaussschen Tafeln zur Berechnung des 
Logarithmus der Summe oder der Differenz zweier Zahlen a und 
h angegeben werden.. 

Es ist 

log (a -{- 6) = log a -f- log / 1 -|- 



3£ 




und wenn -r- = c gesetzt wird, gilt: 



^) In dieser oberen Grenze des Fehlers tritt der angegebene Quotient 
nur zweimal auf, wenn k nicht klein ist, aber dann tritt der Quotient aus e 
und der Quadratwurzel ans 1 — («o H" ^Y hinzu. 
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Doch in den Tafeln findet man den Wert von A nicht c zu- 
geordnet sondern 

log c = log I = jD 

und darum wird 

^ VlO^ 2 102^ ^ J 

In den genannten Tafeln kommen die aufeinander folgenden 
D Werte in dem Abstände 

1 



h = 



103 



vor; und wenn man zur Bestimmung von A zwischen solchen 
Werten linear interpoliert, begeht man einen Fehler ü, so daß 

, P , ^ 1 1 ! d2 A , IM _ 1 ^ /^ |2c+lh 

' ^ ' ^ 8 To"6 1 d72 ^""^ V^ "^ öy [y — 8 To^ \c2 (c + i)V(y; 

wo y einen mittleren Wert des Argumentes c bedeutet. 

Ist z. B. 

JD = 1-701 70, 

so liegt T- zwischen 50*31 und 50*32, und weil 

2c+ 1 



c^ (c -(- 1)2 
für den kleineren Wert von c größer ist, wird 

R I <r ^ 100-62 + 1 1 

I ^ 1^ lAß OR 1A2 ^ 



16.106 25.102 ^3.10« 
Von den Subtraktionslogarithmen gilt Folgendes: Es ist 

log(a — b) = loga — log ^-^ 
und ferner 

l«g ^"6 = « = log ^T = -^^'g/l -tV 

a 
b 
Man stellt danach S als Funktion von I) dar. 
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Wenn a — h wenig von a verschieden ist, so wird S nahezu 
null. Für a = 26 aber wird 

S = log2 = log| = D. 

Für wachsende D nimmt S ab, für abnehmende B nimmt S zu, 
also kann D auch die Rolle eines S übernehmen und umgekehrt 
S die Rolle eines D. 

In der Tat wird dann, wenn man in iS i- durch t er- 

a — 

setzt 

S = log — = log| = D. 

a 



a — ö 
Man hat danach 

log (a — 6) = log a — S 
oder 

log (a — i) = log a — 2), 
je nachdem 

log I g log 2 = 0-301 03 

ist. 

Ist beispielsweise 

D = 1-2055, 
so findet man 

S = 0-0279 + 5 (0027 90 — 0-027 97) + R, 

OL 

und hier wird, weil -r zwischen 16-05 und 16*06 liegt, 



i^KKi^y 



da , / 1 



log 



rfc» I 1 _2 



1 J_^/ 2C-1 X 
^ 16 10« \C^(C— iy)(y) 



< 

(y) 



(C - l)V(y) ^ 1010 

Die Beträge der Fehler bei der inversen Aufgabe werden eben- 
falls klein. 

Gelegentlich machen wir noch eine Bemerkung zur Benützung 
der fünfstelligen Logarithmentafeln, die zwar nicht in diesen 
Rahmen paßt, aber deren Aufnahme hier durch Aussagen in den 
Einleitungen zu den Tafeln veranlaßt ist. 

Früher war a > 6 vorausgesetzt, damit bei der Bestimmung 
von log (a — b) das Argument vom Logarithmus in S positiv 
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bleibe. Der Logarithmus negativer Zahlen ist bekanntermaßen 
imaginär und zwar ist darum, weil unter dem Logarithmus einer 
Größe a in Beziehung auf die Basis e alle Lösungen der Gleichung 

verstanden werden, unter dem Logarithmus von — a (a > 0) in 
bezug auf die Basis e zu verstehen: 

Z I _ a I 4- (2m + 1) Jti, 

wo m eine positive oder negative ganze Zahl ist. . 

Trotzdem aber kann man auch mit Logarithmen negativer 

Zahlen in Rechnungen umgehen, die mit imaginären Größen' 

nichts zu tun nehmen. 

Ist z. B. 

0-456 0381*10 = c 

logarithmisch zu berechnen, so ist 

logc == 31415 log 0-456 03 = 3-1415 (4-658 99 — 5) 
= 3-1415 (— 0-341 Ol) 
und ferner 

log (logc) = log 3-1415 4- log(— 0-341 Ol) = 

= log 3-1415 + log 0-341 Ol + (2w + l);ri = 
= 0-497 14 + 4-532 763 — 5 + (2w + l)7ti = 
= 0029903 + (2 m + l)jti, 

das aber ist der Logarithmus von — 1-071 28 oder 0*928 72 — 2, 
und jetzt ist nur mehr der Numerus von 

log c = 0-928 72 — 2 

aufzusuchen. — Man erhält: 

8;4862_ 
10- 
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Zweite Abteilung. 

Differenzenreclinung^). 



§ 28. Die Differenzen yerschledener Ordnungen und die 

Differenzenquotienten. 

Die Zähler der in der Newton sehen Näherongsformel vor- 
kommenden Koeffizienten, nämlich 

^' /■(«) = f (« + »'Ä) - Q f{a +T^^ Ä) + . . . + (- l)Y(o) 

zeigen eine Bildungsweise, die beschrieben werden soll, weil sich 
daran eine Reihe wichtiger Betrachtungen anschließen läßt. 

Legt man die Werte einer Funktion f (x) an den w -|- 1 
äquidistanten Stellen a -\- vh (y = 0^ 1, 2, ... w) vor: 

f(a), Aa + Ä), ... f(a-^nh), 

die gerade bei der Bildung der Koeffizienten in der Newtonschen 
Formel alle yorkamen^ und subtrahiert man jeden Wert von dem 
folgenden 

f{a + vh) — f{a + IT^^h) 

— und hier kann v die Werte 1, 2, ... w annehmen — , so 
nennt man diese n Differenzen der n -\- \ vorgelegten Funktions- 
werte die Differenzen erster Ordnung der Funktion f{x) 
an den Stellen 



a, a -f- Ä, ... a -\- n — \h\ 

also insbesondere 

f{a + Ä) - f{a) 

die Differenz erster Ordnung von f{x) an der Stelle a und 

f{x + h)- fix) 
die Differenz erster Ordnung an der Stelle x. 



*) Seliwanoff, Encyklopädie, Bd. I, S. 918, und „Lehrbuch der 
Differenzenrechnung" 1904. 
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Man bezeichnet die Differenz erster Ordnung an der Stelle 



a -\- V — lÄ 
mit 

^ /^(a -|- ir=ri Ä) 

und bildet aus den Differenzen erster Ordnung für v = 1, 2, . . . n — 1 
Differenzen, so wie früher die Differenzen aus den Funktions- 
werten, also 



^f{a + vA) — ^/"(a + 1/ — 1 A) = ^Jf(a + i/ — 1 A), 
bezeichnet diese mit 

und nennt sie die Differenzen zweiter Ordnung von f(x) 
an den Stellen 



a -\- V — 1 Ä, (i; = 1, 2, ... n — 1). 
Es ist 

^^f{a) = df{a + A) — ^f{a) = [f{a + 2 Ä) — f{a + K)\ — 

- [^(« + Ä) - /^W] = fifl + 2 A) - 2f{a + A) + f{a\ 
und ebenso 

^^f^a + A) = f{a +' 3A) — 2f{a + 2A) + f{a + A) 

usw. 

Aus den n — 1 Differenzen der zweiten Ordnung bildet man 
die n — 2 Differenzen der dritten Ordnung: 



J^f{a + vh) — J^f{a + 1/ — 1 Ä) = JJ^f{a + i; — 1 A) = 
= z/3/*(a + iTIiri A), (1/ = 1, 2, ... n — 2) 

und man findet insbesondere 

zi3/'(a) = /"(a + 3A) — 3/*(a + 2A) + 3/'(a + A) — /"(a) 

und 

J^f{a + A) = /•(« + 4A) — 3/^(a + 3A) + 3/^(a + 2A) 

-f{a + h) 
usw. 

Nehmen wir an, daß in entsprechender Weise gefunden sei; 
z/»-> f{a) = f{a -f ^^TTä) _ /'" y ^\ f{a + ^^^2*) + ... 

+ (-i)"-V(«), 

SO kann man durch den Schluß von einem Fall auf den nächsten 
zeigen, daß diese Formel allgemein gilt. 
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In der Tat sie besteht für n == 1, 2, 3, und unter der An- 
nahme, daß sie im Falle n — 1 gelte, wird auch 

= /•(« + nh) - (^) f{a + -iT^h) + .- + (-l)-^(a). 

Und so können wir sagen, daß die Zähler der Koeffizienten 
in der Newtonschen Näherungsformel die aufeinandei* folgenden 
Differenzen von f{x) an der Stelle a sind. 

Als Beispiele seien die folgenden Sätze angeführt: 

1. J\cf[x)'\ = cJf{x\ 

wo c eine Konstante bedeutet; 

2. J[f{x) +9{x)\ = Jf{x) + Jg{x), 

d. h. die Differenz einer Summe ist gleich der Summe der Diffe- 
renzen der Summanden. 

Wir bringen die bisher gebildeten Differenzen der ersten n 
Ordnungen von f{x) in ein Schema und zwar schreiben wir in 
eine erste Kolonne die Funktionswerte an den gegebenen äquidi- 
stanten Stellen, in eine zweite Kolonne die ersten Differenzen^ 
doch ordnen wir die einzelne so an, daß sie in eine Zeile zwi- 
schen die Funktionswerte zu stehen kommt, aus denen sie ge- 
bildet ist. In gleicher Weise schreiben wir in der dritten Kolonne 
die zweiten usw. in der nten Kolonne die zwei (n — l)-sten Diffe- 
renzen und in der (n -|- l)-sten Kolonne die nte Differenz an: 

m 

Jf{a) 



f{a-\-n — 2h) 



^f(a-\-n—2h) 



/•(04-w— lÄ) J'>f(a-\-n — 2h) 

^/•(a + n— lÄ) 
f{a-\-nh) 
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Wollte man die nte Differenz von f{x) außer an der Stelle a 
auch an der Stelle (a + h) besitzen, so bedürfte man des Wertes 
der Funktion an einer weiteren (w -|- 2)-ten Stelle (a -f- w-(-lÄ), 
dann der ersten Differenz an der Stelle (a -|- nA) usw., endlich 
der {n — l)-sten Differenz an der Stelle (a + 2ä) und dann 
findet man 

J^f{a + Ä) = ^"-^/(a + 2h) — ^^-^f(a + h). 

Nehmen wir danach die schon einmal (s. S. 116) benützten 
Funktionswerte in dem gegenseitigen Abstände 



10« 
auf 

0-89612, 0-910 31, 0-922 90, 0-934 00, 

so heißt das Schema folgendermaßen: 

0-896 12 

0-014 19 
0-910 31 —0-00160 

0-012 59 0-00011 

0-922 90 — 0001 49 

0-011 10 
0-934 00 

und man sieht aus diesem Täf eichen, wo h kleiner als eins ist, 
daß die Differenzen höherer Ordnung immer kleiner werden, was 
noch mehr auffiele, wenn h ein Bruchteil des letztbenützten wäre. 
Wir kommen auf diese Tatsache noch zu sprechen. 

Man kann die Funktionswerte auch an den Stellen 
a — Ä, a — 2Ä, ... a — nh 
aufnehmen und die Differenzen bilden: 



f(a — V — Ih) — f(a — vh) = df{a — vh){v = 1, 2, ... n), 

wobei der einem ersten Funktionswerte folgende der ist, in dem 
der Subtrahend des Argumentes von kleinerem Betrage ist. 
Hierauf bildet man 



Jf(a — v—lh) — ^f(a — vh) = J^f{a — vh) 

usw., so daß das frühere Schema die folgende Erweiterung er- 
fährt: 
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f{a — 2 Ä) 

^f{a— 2h) 
f{a — h) J^f{a — 2h) ... 

^ f(a — Ä) 

f(a) ^« f{(^ — K) . . • 

^f(a) 

Um neben dem früheren Teile des Schemas auch den neuen 
in einem besonderen Falle entstehen zu sehen, soll das Auftreten 
des einem Funktionswerte f(a) anhaftenden Fehlers in den ver- 
schiedenen Differenzen verfolgt werden. 

Wir setzen also voraus, daß die Funktionswerte 

f(a±vh) (y = 1, 2, ... n) 

keine Fehler hätten und verfolgen in dem Schema die Wirkung 
des Fehlers a von f(a) bei der Bildung der verschiedenen Diffe- 
renzen. 

Es entsteht das Schema i) 






• 


• 


• 







• 


• 










• . 




















a 









a 







a 


— 4a . . . 




a 




— 3a 


a 




— 2« 


— 6a . . . 




— a 




--3a 







— a 


— 4a . . . 









— a 










+ « • 




















• . 







. 


* . 





• 


• 


• 



^) BrunS) Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens, 1903. 

Biermann, Slathematische Näherangsmethoden. g 
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und man bemerkt, daß in der (v -|- l)-sten Vertikalreihe außer 

abwechselnden Zeichen die Binominalkoeffizienten ( ] bei a stehen; 

so muß es aber auch sein, denn man hat in der (y -|- l)-sten Vertikal- 
reihe Yon oben nach unten gelesen einzig und allein die folgenden 
von null verschiedenen Differenzen stehen: 

^z{x^vh) - Q z{x + iTZn A)^ ^(_i)v^(^)j^^^^ ^, 

Oi = y, y — 1, . . . 1, 0) 

wo z{x) der Fehler von f{x) an der Stelle x sein soll. — 

Wenn man unter h oder ^ x ein nach null konvergierendes 
Inkrement der Variablen versteht, so wird 

Jx = ^^ Ä = n \ dx /x = a 

und gesetzt, man hätte auch die Beziehungen gefunden: 

80 folgt 

Ub. ^üj^) = lim ' ^"-'f^^ + ^) 7 ^"-'f^^^ = 
h=o A" h=oh M-^ 

^ /± d—^f(x)\ _ (d-f(x) \ 

\dx diC»-l Ja: = a \ dx*" )x=.a 

Die Grenze des wten Differenzenquotienten, d. h. der 
nten Differenz dividiert durch die nte Potenz des Abstandes der 
äquidistanten Stellen a», wird also gleich dem Werte des 
nten Differentialquotienten an derselben Stelle a. 

Hieraus folgt, daß die höheren Differenzen von f{x) für ein 
Ä kleiner als eins mit der Ordnungszahl wirklich immer kleiner 
werden und zwar die r te Differenz von f{a) in derselben Weise 
wie Ä\ 

Nun aber ergibt sich bei dem Grenzübergange aus der New- 
tonschen Näherungsformel wieder die Taylorsche Formel: 

f{x) = f{a)^tl^{x-a) + .^^ 
' w! ^ ^ ' (w -f- 1)! ^ ^ 
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Wendet man diese Taylorsche Formel auf eine Funktion f{x) 
an allen Stellen a -(- vA an, entwickelt also in dem Ausdrucke 
für die nte Differenz 

J-f{a) = fia + nh) - (^^Ca + iTI^a) + •.• + (-l)»/^(») 

jedes der Glieder nach Potenzen von h, und beachtet, daß bei 
unendlich klein werdendem h die nte Differenz von f(a) von 
derselben Ordnung unendlich klein wird wie Ä*, so werden in 
dem Aggregate rechterhand die Koeffizienten von 

h\ h\ h\ ... Ä«-i 

gewiß null, und man erhält die Zahlenrelationen: 

= Q).«-(;)(n-l). + Q)(«-2)"-... 

+ (- 1)"-' („ ^ i) 1" + (- 1)" C) *"('*=^' 1' - "-1)' 

wo in dem Falle ft = 

00 = 1 
zu setzen ist. 

Darum, weil für ein Inkrement Ä < 1 die höheren Differenzen 
mit wachsender Ordnungszahl immer kleiner werden, kann man 
bei der Darstellung von f{x) durch die Newtonsche Näherungs- 
formel die Glieder höherer Ordnung näherungsweise fortlassen, 
aber auch das Restglied, denn der Wert der (w -f- l)-sten Ab- 
leitung wird an einer mittleren Stelle | auch als Grenzwert des 
{n -(- l)-sten Differenzenquotienten an derselben Stelle darzu- 
stellen sein. 

Die m-fache Differentiation der Newtonschen Näherungsformel 
ergibt nun: 

/•(m) (x\ = ^'"/C^) d^{x — a){x — a — h)... {x — a — m—\h) 



, J^ f{a) d^{x — a){x — a — fe) ... {x — a — n — Ih) _, 
' n! Ä« dx"^ ' 

/•(*»+!) (j^)ßm(^x — a){x — a — h) ...{x — a — nh) 
"•" (w+ 1)! d^ ' 

und wenn man hier x durch einen bestimmten Zahlenwert c er- 
setzt, aber die Werte der vorkommenden Differentialquotienten 
f ür ;r = c der Reihe nach mit 

9* 
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bezeichnet, so entsteht 

f(^^ (c) = 

also eine Formel, die zur näherungsweisen Angabe des mten 
Differentialquotienten an der Stelle c dient, wenn die verschie- 
denen Differenzenquotienten von der mten bis zur nten Ordnung, 
die verschiedenen Zahlen -4.(***> und das Restglied bestimmbar sind. 
Hier wollen wir die Formeln zur Differentiation in anderer 
Weise gewinnen. Wenn man in der Newtonschen Formel und 
zwar bei der Schreibweise (s. S. 115) 

+ ^"m Q + /^»+«(« + ÄS)Ä»+> (^ ^ j) 

rechterhand nach Potenzen von z ordnet und linkerhand nach 
der Taylorschen Formel entwickelt, so erhält man 

= f{a) + ^ (^ f{d) - 1 J^f{a) + I J>f{a) - 



+ ^3 (^ ^8/-(a) _ 6 ^4/-(a) + ...) + 



und der Vergleich gleich hoher Potenzen von z liefert die Formeln: 

3! (^Ü^X=r 3! ^''^(«) - 4l^*^(«) + • • • 

deren Schlußglieder hier nicht angeschrieben sind. 
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Diese Formeln heißen die der mechanischen Diffe- 
rentiation und in dieser Form dienen sie zur näherungsweisen 
Herstellung der Ableitungen einer Funktion f{x)\ doch zu der 
der Ableitungen einer Abhängigkeit nur dann, wenn unter diesen 
eben die Größen verstanden werden, die durch die letzten Formeln 
definiert sind. Und in diesem beschränkten Sinne ist hier über 
die Aussage im § 22 hinausgegangen. 

Es wäre auch möglich, die Ableitungen dann näherungsweise 
auszudrücken, wenn bei der Bildung der Differenzen die Funktions- 
werte zu beiden Seiten einer Stelle benützt werden. 



§ 29. Bestimmung yon Werten ganzer Funktionen. 

Früher sahen wir, daß die Differenzen einer Funktion bei 
kleinem h ausreichen, um die höheren Differentialquotienten 
näherungsweise anzugeben und also auch mit Benützung der 
Taylorschen Formel ausreichen, den Funktionswert an einer neuen 
Stelle zu berechnen. Ist aber f{x) insbesondere eine ganze ratio- 
nale Funktion 

— wir nennen sie g (x) — so kann man den Funktionswert sogar 
im Falle eines beliebigen Zuwachses h bestimmen. 

Es ergibt sich nämlich leicht, daß die nte Differenz der 
ganzen Funktion wten Grades einer Konstanten gleich 
kommt, und darauf wird die Behauptung sich erweisen lassen. 

In der Tat es ist jetzt die erste Differenz an der Stelle x 
^g(x) eine ganze rationale Funktion vom (n — l)-sten Grade 
mit dem Gliede der höchsten Dimension: 

x^^—^na^h. 

Dann ist die zweite Differenz an der Stelle x eine ganze Funktion 
vom Grade n — 2 und das Glied höchster Dimension heißt: 

n{n — l)aoÄ2a;'»-2 

usw., endlich die nte Differenz ist nur vom nullten Grade, d. h. 
eine Eonstante, und zwar 

n\ Oo A*. 

Besitzt man nun eine ganze Funktion g(x) an den n äquidi- 
stanten Stellen 

a, a -f- Ä, ... a -{- n — 1 A, 
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und berechnet die Differenzen erster, zweiter, Bchließlich (n — l)-ster 
Ordnung bzw. an den ersten n — 1 dieser Stellen, an den ersten 
n — 2 Stellen usw. endlich an der einzigen Stelle a, so kann 
man g(x) an der Stelle a -|- nA, darum weil die nte Differenz 
yon g{x) konstant ist, durch bloße Additionen berechnen. 
Es ist ja 

J'^-^gla + 2Ä) — J''-^g{a + A) = z/«-iflr(a -j- A), 



g{a -\- nh) — g{a -}- n — Ih) = zig(a -\- n — lÄ) 

und man ersieht, wie man der Reihe nach 

z/*»--i5f(a + Ä), z/»-2^(a + 2A), ... g(a-\-nh) 

berechnen kann. 

In dem Falle der ganzen Funktion 

g(x) = x^ — 2x^ — 2x -^ 2 
findet man 

ör(0) = 2, ^(1) = _1, ^(2) = -2, 
also 

Jg{0) = — 3, z/(,(l) = -l, J^g{0) = 2 

und femer ist 

J» g (x) = 3\ z= 6. 
Danach wird 

^^g(l) = J^g{0)-\-J»giO)= 2 + 6 = 8, 

J g{2) = J g{l) + ^^g(l) = -14-8 = 7, 

g{B)= ^(2) + z/(,(2) = -2 + 7 = 5, 
ferner 

^»g{—l) = J^g{0) — J»g(—l)= 2 — 6 = — 4, 
J g(—l) = ^ g(0) — ^^g(—l) = — 3-\-4.= 1, 
^(-1)= giO)-Jg(-l)= 2-1= 1 
und endlich 

z/2^(— 2) = ^^g(— 1) — ^^g{— 2) = — 4 — 6 = — 10, 

^ g{— 2) = J g{— 1) - ^^g{— 2) = 1 + 10 = 11, 

g{—2)= g(— l) — jg(—2)= l _ n = _ lo. 

Man kann also die Werte der gegebenen ganzen Funktion 
dritten Grades an neuen, von 0, 1 und 2 verschiedenen Stellen 
durch bloße Addition und Subtraktion bestimmen und sieht hier 
insbesondere, daß die ganze Funktion bei dem Übergange der 
Variablen von dem Werte — 2 nach — 1 und von 2 nach 3, 
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ebenso wie bei dem von nach 1 das Zeichen wechselt, daß also 
die ganze Funktion dritten Grades als stetige Funktion in jedem 
der genannten Intervalle eine reelle Wurzel besitzt. — 

Es soll noch der Beginn zur tabellarischen Festlegung der 
Werte von x^ an den ganzen Zahlen zugehörigen Stellen durch- 
geführt werden. . 

Es ist x^ für 

a; = 0, 1, 2, 3, 4 
der Beihe nach 

0, 1, 32, 243, 1024, 
und man findet 

{dx% = 1, {^x% = 31, {^x% = 211, (Jx% = 781, 

(Jix^)o = 30, (^^x'^\ = 180, (^^x% = 570, 

(^^x% = 150, (^^x% = 390, 

(^* x% = 240, 

Id'^x'^) = 120, 
und nun 

(z^*icOi— 120+ 240= 360, 

(z/3 x^\ = 360 + 390 = 750, 

ld^x% = 750 -)- o70 = 1320, 

{J x% = 1320 4- 781 = 2101, 

(x% = 2101 4- 1024 = 3125 
usw. 

Setzt man voraus, daß eine ganze rationale Funktion g(x) 
in dem Intervalle von a bis a -f- 1 eine einfache Nullstelle be- 
sitze, wo a eine ganze Zahl sei, und daß man auch g(a) samt 
den n ersten Differenzen von g(x) an der Stelle a kenne, so er- 
reicht man aus g{x) durch die Substitution x = js -\- a eine 
Funktion y(£'), die in dem Intervalle von bis 1 eine einfache 
Nullstelle hat und deren erste n Differenzen an der Stelle null 
bekannt sind. Da entsteht nun die Aufgabe, y(0) an den Stellen 

^=IÖ (^ = 1' 2, ... 9) 

anzugeben und nachzusehen, in welchem neuen Intervalle y(z) 
sein Zeichen wechselt. 

Zu diesem Zwecke setze man nach der Newtonschen Näherungs- 
formel 

und bestimme diesen Ausdruck für die genannten Werte. Da- 
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mit kommt man dazu, auch im Falle 

die ersten zehn Differenzen von y {z) an der Stelle ^e^ = be- 
rechnen zu können. 

So wird man auch vorgehen, wenn man eine Tafel in eine 
andere verwandeln soll, wo der Abstand der äquidistanten Stellen 
verkleinert ist, und die lineare Interpolation für die kleineren 
Teilintervalle angewandt werden soll. 



§ 30. Die aus ungenauen Tafelwerten entspringenden 

Fehler. 

Jetzt vermag man auch den Fehler zu bestimmen, der der 
Benützung ungenauer Tafelwerte entspringt. Man sucht einen 
solchen Fehler mit Hilfe der Newtonschen Näherungsformel auf, 
nachdem die in jeder Tafel vorkommenden Funktionswerte äqui- 
distanten Stellen zugehören. 

Ist jeder der Funktionswerte von f{x) an den n -\- 1 äqui- 
distanten Stellen 

a -\- vh (v = 0, 1, . . . w) 
mit einem absoluten Fehler nicht größer als 

— 10*» 

behaftet, dann wird der absolute Fehler von ^f{x) an der Stelle 

a nicht größer als 

2 

— 10«»' 

der von J^ f(a) nicht größer als 

22 
22d ^ 



lO»** 
usw., der von ^J^f(a) nicht größer als 

^ lO*» 
weil 



ist. 



•+(0+G)+-+C)=('+')'=^' 
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Danach haftet der Newtonschen Näherungsfunktion an der 
Stelle X r= a -\~ khy wo Je eine ganze Zalil ^ w sei, ein Fehler 
an, der nicht größer als 

«[l + 2(J) + 2.(^) + ... + 2.(*)] 

ist. Doch diesen Ausdruck für eine obere Grenze des Fehlers 
hat man zu verändern, wenn statt der absoluten Fehler nur 
immer positive Fehler in den Tafelwerten vorausgesetzt werden, 
was wir hier aber nicht tun. 

Zur Bestimmung der oberen Grenze des Fehlers einer Funk- 
tion f(x) an der Stelle x kommt also zu dem früheren Rest- 
gliede 

f(n + 1) (t\ 

' r-7Ti (^ — a) (^ — a — h) ... (x — a — nh) 

(n -f- 1)! ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

unter der früheren Annahme über die Fehler der Tafelwerte noch 
eine Größe hinzu, die nicht größer ist als 



(J [l + 


X a 
^ AI! 

a) {x — 


a - 


- A).. 


- a) {x — 
, {x — a 


a 




h) 


o«(« 


n 


ih) 



^, 9„ (^ — a) (a; — a — h) .,, {x — a — n — 1 ä)"! 
+ "^^ W^\ J ' 

Danach ist also der Fehler, der den Werten des Logarithmus 
in fünfstelligen Tafeln bei der linearen Interpolation anhaftet, 
wenn a zwischen 10^ und 10» liegt, an der Stelle x nicht größer als 

1.2a; — a\. 11 .3. 1 3625 



( 



_2_ £-^X J_ _1_ _3_ 
^105 h / ^ 16 10* ^ 10'^ ^ 



10^ '105 A / • 16 10* ^ 10'^ ' 16.10* 10» ' 

weil A = 1 und x — a ^ 1 ist (s. S. 118). 

Ebenso ist auch der den ungenauen Tafelwerten entspringende 
Fehler bei der Ermittelung des Numerus eines Logarithmus 
zwischen 3 und 3*00043 nicht größer als 

3 
10^' 

also der Fehler bei der linearen Interpolation 

usw. (s. S. 118). 

Hier soll nur noch eine obere Grenze des den fehlerhaften 
Tafelwerten zukommenden Fehlers bei der Berechnung von 
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1-26 



_2 

v 



3t J 





bestimmt werden (s. S. 115). 

Es ist 

also darum der verlangte Fehler für x = 1*26, weil a = 1-15 
und h = 0-05 war, 

_ 1 /, , ^ 11 , , 11.6 , ; 11.6.1\ 

= lü-5 (^ + ^'^ + ^'^^ + ^•'^^^) = ^' 
und so ergibt sich der frühere Wert 

/•(l-26) = 0-925235 68 
nur bis auf vier Dezimalstellen genau. 



Dritte Abteilung. 

Die ganze Interpolationsfiinktion zweier Variablen 0* 



§ 31. Die ganze rationale Funktion als Näherungsfünktion 

und ihr Bestglied. 

Jetzt soll auch eine Funktion f(x^ y) der zwei voneinander 
unabhängigen Variablen x und y mit einer ganzen rationalen 
Funktion g {x^ y) als Näherungsfunktion in Verbindung gesetzt 
werden, damit es später gelinge, die Kubatur näherungsweise zu 
vollziehen. 

Das einzige in den Grundlehren der höheren Analysis immer 
wieder vorkommende und hierher gehörende Beispiel betrifft die 
Angabe einer ganzen Funktion g(x^ i/), die an einer Stelle (a, b) 



^) Bier mann, Monatsh. f. Math. u. Physik, Jahrg. XI Y. 
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den Wert annimmt, den eine vorgegebene Funktion f{x^ y) dort 
besitzt, und deren partielle Ableitungen von den ersten n Ord- 
nungen an der Stelle (a, b) dieselben Werte haben wie daselbst 
die gleichnamigen Ableitungen von f{x^ y)\ und es ist 

wo 

die symbolisch zu nehmende i^te Potenz des Klammerausdruckes 
ist, so daß also 

\dxj(ab) \dyJiah) 

gleichbedeutend ist mit 

\dx' dy'-Via,}» 

Dann ist, wie der Taylorsche Satz für Funktionen zweier 
Variablen aussagt: 

womit angezeigt sein soll, daß in der symbolisch zu nehmenden 
(n -|- l)-sten Potenz des Klammerausdruckes die Ableitungen nicht 
an der Stelle (a, i), sondern an der Stelle 

[a ^d'{x — a),b -\- d'(y — b)] 

zu bilden sind. 

Hier soll es zunächst die Aufgabe sein, die ganze rationale 

Funktion mter Ordnung, die -^ (m -\- l) (m -}- 2) Glieder hat, 

nämlich die Funktion der Form: 

g(x, y) = Coo 4- (^10^ + coiy) + ••• 
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dann, wenn sie an den -0- (w -f- 1) (m -(- 2) Stellen 

(ao6i), (oifti), ... (a,n-i6i), 



(ao 6m - 1), («1 6m - 1), 
(«0 M 

der Reihe nach die Werte 

''you ^IH ••• ^m — II1 
»Jo m — li ^1 m — li 

annimmt, in der Gestalt anzugeben: 

fl'C^i y) = Ao + ^10 (^ — öo) + ^20 (« — «0) (a; — öl) + 
+ A^fsix — ao) (a: — a,) ... (a? — a«-i) + 

+ (y — M [Ai + ^11 (^ — «0) H 

+ ^_i,i(ic — ao) ... (a; — am-2)] + 

+ (y — 60) (2/ — 61) [^2 + AaC^ — öo) H 

+ J„»_2,2(a; — ao) ... (a? — öm-3)] + 



+ (y — *o) (y — 61) ... (y — 6m-l) ^Om. 

Wenn man hier alle Wertepaare {a^^ by) einsetzt, wo ft -|- ^ = ^ 
ist, so erhält man Gleichungen in den Koeffizienten A: 

^00 = -^001 

^10 = Aqq -f- -4-10 (ai — ao), 

rioi = Ao 4- Ai (61 — 60), 

^11 = Ao + Ao K — «0) + ^01 (61 — 60) + Ai (61 — 60) («1 — «a)» 

und deren Auflösung gibt entsprechend wie im § 24 

^ ^ ="v y^ /'(^«i ^/^) ^ 

^ jj^i(«a— ao). ../(«). ..(aa—a;,). (6^—60). ..yV)---(*.^~"^^) 

Man bildet diese Darstellungen, wenn man zunächst die 
ganze Funktion vom mten Grade in x g{x^ 60) angibt, die an 
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den Stellen (a© 60)1 (fli &o)i • • • (ö^n K) die vorgegebenen Werte 

Vi^o (f* = 0, 1, ... w) 

annimmt, dann die Funktion g (x, bi) bestimmt, die an den Stellen 
(oo Ml (%^i)? ••• (ö^m— i&i) die g(x^ y) daselbst vorgeschriebenen 
Werte annimmt usw. 

Insbesondere wird die ganze Funktion von der zweiten Ord- 
nung, die an den sechs Stellen 

«062 
die Werte 

VoQy ^lOi %o» 

annimmt, die folgende: 

H«, ,) = ,„ + (5^ + J^) (X - o.) + 

I r 525 I 5i2 [_ 

[(«0 — Ol) («0 — «a) («1 — öo) («1 — «a) "^ 

+ (». - 4"». - »■) ] <" -■">'"- '■> + 

_i r 5^2 I 521 |_ 

■^ Uoo - a{) (60 - 6,) ^ (oo - Ol) (b, - bo) "^ 

+ 7 ^77^ r^ + 7 ^ r^l(^— «o)(y — 60)+ 

^ (a, — Oo) (60 — 61) ^ (oi — flo) (61 — 6o)J ^ ^ ^ '^ ^ 



(6» - h 



)ib,-b,) ' (Ji - 60) (6, _ J,) 

Soll aber eine Funktion f(x^ y) näherungsweise durch die 
ganze rationale Funktion der mten Ordnung g(x^ y) ersetzt werden, 
für die 

ist, so gilt für f(Xy y) die Darstellung 
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WO das hier aufgenommene Restglied wegen der jetzt g{x^ y) aufr 
erlegten Eigenschaften die Form hat: 

R{x,y).= Co(x — ao) (x — a^) ... (x — a«) + 

+ Ci (a; — ao) (x — Ol) ... (ic — an»_i) (y — 60) H 

+ <^m+i(y — 60) (y — 61) ... (y — Mi 

aber hier die m -j- 2 Größen C von den x und y freie Größen 
bedeuten. 

Um diese Größen G zu bestimmen, bilde man 

X = xo + h, y = j/o + * 

setzend die Funktion 

fixo + ht, y,-^kt) = üit) 

und suche also deren Rest für ^ = 1. 

Weil nun aber die ganze Funktion mten Grades von t 

g{xo + ht, yo + kt) = u(t) 

für m t Werte verschwindet, so wird nach früheren Aussagen 

U(t) = «(«) + ^^^L^^ [f^<»+«(0].=.. 

WO r einen zwischen den Nullstellen von u (t) und t selbst liegen- 
den mittleren t Wert bezeichnet Und femer ist 

[/(m+i)(^) = (m + 1)! ((7oA»«+i + C^h^k H h C7m+i*~+0; 

aber es gilt auch 

r7(«+„/A _ r aP- d(a:, + AO . dU d(y,+feOT '"+». 
^ '^''~ L8(a;, + A0 d< '^d(if^-\-kt) dt J ' 

und indem 

dU du dU dU 



dxo dixo + hty 8yo 8(yo + *0 
und umgekehrt ist, so wird 

eiC + » ^V 1 /8a^8yo^ 
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Nun aber wird bei dem Vergleiche der gleichnamigen Glieder 
in den Ausdrücken für Z7f'*»+i>(i) 

P _ 1 r 8"+V(a;, y)1 

^1 -(m+l)lV 1 /L dx^dy J(i.,)' 

_ 1 /m + 1\ [ d^+^my) ] 
'-■»+^ - (^ _|_ 1)1 Vm + ij L 8!r+' kiy 

wo £ und 1} Werte zwischen a,, (H,...a„xmdx beziehungsweise 
zwischen bo, hi, ... bm und y bedeuten. 



§ 32. Die TeraUgemeinerte Newtonsehe N&hemngsAuiktioii. 

Von den Formeln des letzten Paragraphen ausgehend findet 
man nun leicht die Verallgemeinerung der Newtonschen Nähe- 
nmgsformel. 

In der Tat setzt man 

und führt auch die „Differenzen" ein: 

fix + A, y) - fix, y) = ^ + Y(«. y), 
/•(a;, y + Ä) - /'(ic, y) = ^0+1 ^^(3,^ y), 

[fix 4- Ä, y + &) - /^(o;, y + Ä)] - 

- \f{x + A, y) - /■(^, y)] = ^'+'fix, y) 

USW., so lassen sich die Koeffizienten J-^u» in dem Ausdrucke für 
die ganze Funktion mter Ordnung, die an den äquidistanten 
Stellen (a«, K) die Werte 

annimmt, folgendermaßen darstellen: 

_ ^>' + - /-(g, fe) 

Damit erhält die erweiterte Newtonsche Formel die Gestalt: 
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fix, y) = f{a, b) + ^^ J^+ofia, b) + ?^^<>+>/'(a,6) + 
_^ iy-b)(y-b-k) ^,^,^^^^^^_^ 



4_ Jl r (^ — «) (a;— g— ^) ••• (x—a — m—lh) ^„^„ , j, , 
' w! L *•" i\ ^ J^ 

4. C'»\ (a^-«)-(^-tf-^^^^ft)(y-ft) . ^„-„+1 ^(„^ j) ^_ . . . 
_|_ /»»\ (y — 6)(y — 6 — Ä;).^. (y-5 — w^:^lfe) ^, ^„ ^ ^^^ j^l _^ 

WO der Rest nach den früheren Aussagen in der Form auszu- 
drücken ist 

+ r t ') (^i:^).. „(«-«)■■■ (-»-^»)(.-»)+ 
+(:t:)(^^)«(»-')('-'-*> ••• ('-'-^ 

und jetzt f und iy mittlere Werte für x und y zwischen a, 
a -|- w'^ ^lid X beziehungsweise zwischen 6, 6 -|- wft und y 
bezeichnen. 



§ 33. Terallgemelneruiig der Lagrangeschen Formel. 

Es soll auch noch die Lagrangesche Interpolationsformel auf 
den Fall von ganzen Funktionen zweier Variablen x und y aus- 
gedehnt werden. 

Es handle sich zunächst um eine ganze Funktion erster Ord- 
nung g(x^ y\ die bestimmt wird, indem man ihre Werte i^oo? ^10 
und 1^01 ^^ Woß drei Stellen (ao, io)? («n 60)1 (ö^oi &i) festsetzt. 
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Der Wert an der vierten Stelle (Oi, ftj), der schon durch die 
früheren Fimktionswerte mit bestimmt ist, heiße i^n* 

Weil die verlangte Funktion die Variable x nur im ersten 
Grrade enthält und für ic = a© und die unbestimmt gelassene 
Variable y in g{%^ y), aber für a? = Oj und bei unbestimmt 
gelassener Variablen y in g{a^y y) übergehen soll, so wird 

9{^^ y) = ^K, y) f ~ t' + 9{(hy y) ^ ~ ^" 



Weil femer g (x^ y) auch eine ganze Funktion ersten Grades 
in y sein soll, die die früher genannten Eigenschaften besitzt, so 
hat man zu setzen: 

und muß verlangen, daß in dem Ausdrucke 

X — a^ y — *i_i ^ — (^0 y — ^i_i 

^00 a, — a, \ — b, + "^'^ (h — a, h, — h ^ 

o- m ^ — ^ y — ^0 _i r, ^ — ^0 y — h 

ein Glied zweiter Dimension nicht vorkomme; das tritt ein, wenn 

ist. Läßt man also diese Relation bestehen, so hat man in dem 
früheren Ausdrucke eine ganze Funktion ersten Grades g{x^ y) 
von den verlangten Eigenschaf ten und zwar in einer der Lagrange- 
schen Interpolationsfunktion einer Variablen nachgebildeten Gestalt. 

Will man auch die ganze Funktion zweiten Grades g {x^ y) 
in entsprechender Form, so hat man nur zu verlangen, daß in 
dem Ausdrucke 

yi^^ (x — g^-i) {x — a^^i) (y — b^^i) (y — fc^n) 

wo 

sein soll, Glieder von höherer als der zweiten Dimension nicht 
auftreten. Das wird der Fall, wenn zwischen den neun Größen 
rifir in dem letzten Ausdrucke die drei Relationen bestehen: 

Biermann, Mathematische Näherungtmethoden. ia 
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fi = 2 v = 2 

^^Vf^^ K-i~ «M+i) (*?-i — W+i) = 0, 

ju = 2 1'=:2 

^ 2 ^i«*i' (»i2-i — «2+i) (*^-i — *»+i) = ^1 

denn diese sagen nur aus, daß die Koeffizienten von x^ y^, x^ y, x y^ 
verschwinden. 

Und nun ist auch schon ersichtlich, wie man im Falle einer 
ganzen Funktion der inten Ordnung vorzugehen hat, um sie in 
Gestalt der verallgemeinerten Lagrangeschen Interpolationsformel 
auszudrücken. Das Restglied wurde früher abgeleitet. 



Vierte Abteilun^g. 

Die trigonometrische Interpolationsfunktion 0* 



§ M. Die Interpolationsfunktion in der Lagrangeschen 

Gestalt. 

• Ist F{a) eine Funktion von jer, die die einfache Periode 2 a> 
besitzt, so daß 

gilt, und setzt man 

so entspricht der Änderung der Veränderlichen js von bis 2« 
die der Variablen x von bis 2n. Dann aber wird 

2C9 



nif') 



^) Burkhardt, Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften, Bd. II, 
S. 642 und Jahresbericht der Deutschen Mathematiker -Vereinigung, Bd. X, 
S. 228. Siehe auch Gauss' Werke III, S. 265. 
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eine Funktion von der Variablen x mit der Periode 2«, d. h. 

es ist 

^ K (* + 2«)] = J-C^r + 2«) = F{z) = i^ (If «=), 

und mit solchen Funktionen wollen wir uns hier allein beschäf- 
tigen. 

Neben eine eindeutige Funktion f{x) von der Periode 2« 
soll nun wieder eine Näherungsfunktion g{x) gestellt werden, die 
auch die Periode 2n besitze und in einem Intervalle von der 
Länge 2 3r an einer Reihe von Stellen a» dieselben Werte an- 
nehme wie f{x). 

Zuerst werden wir festsetzen, daß die Anzahl dieser Stellen 
a» ungerade sei, etwa 2n -f- 1, so daß v = 0, 1, 2, ... 2w gilt. 

Von der Lagrangeschen Formel her ist unmittelbar ersicht- 
lich, daß 

r=2n sin -cT {X «o) • • • /^*^ . - siu -jr (ä? «2«) 

2 '^W — I T ; 

"=0 s^^ "ö" ("^ — "o) • • • /(») ... sin — («v — a2n) 

eine eindeutige Funktion ist, die wirklich für a; = «v den Wert 

« 

f{(X'v) annimmt, die aber auch die Periode 2% besitzt, denn bei 
der Veränderung von x in. x -\- 2% tritt in dem Zähler jedes 
Gliedes eine gerade Anzahl mal der Faktor — 1 auf, man kann 
daher die frühere Summe für g{x) wählen und kann in dem 
Intervalle von der Länge 2n setzen: 

f{x) = g{x)^B{xy 

Das Restglied B{x) wird den Festsetzungen gemäß an den 
Stellen «^ verschwinden. Das werde dadurch zum Ausdrucke ge- 
bracht, daß man 

v=:2n , 

B{x) = r(x)Y[ sin -^ (x — ocy) 

v = 

setzt und nun r(x) als die zu bestimmende Funktion aufnimmt. 
Man bezeichne 

JJ sin -^ (x — Uy) mit n(x) 



.=0 2 



und untersuche so wie früher (s. S. 98) die Funktion 

0(z) = f{z)-g(z)-rix)n{z). 



10* 
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Von dieser Funktion kann man sagen, daß sie in dem Inter- 
valle von der Länge 2 sr, in dem die 2n -{- 1 Stellen Or liegen, 
mindestens an den 2 w -f- 2 Stellen js ^= «o? «i^ • • • ^n und x ver- 
schwindet. Dann ist aber nach dem Satze von Rolle die erste 
Ableitung von <l>(z) nach z^ die bestehe, in dem gleichen Inter- 
valle mindestens an 2n -j- 1 Stellen null; die zweite Ableitung, 
die auch bestehe, mindestens an 2 n Stellen null usw. und endlich 
die auch existierende {2n -\- l)-8te Ableitung 0<2»+i)(;gr) an einer 
Stelle z = ^ gleich null. Also es ist 

/•(2« + i)(|) _ ^an+i)(j) _ r(ir) J7(2« + i)(f) = 0, 
und 

also 

wo f eine in dem Intervalle von der Länge 2 3t liegende un- 
bekannte Stelle ist. 

Mit dem Restgliede werden wir uns späterhin zu befassen 
haben. 



§ 35. Die trigonometrische Interpolationsfunktion in Gestalt 

einer endliclien Reihe. 

Jetzt soll zunächst g(x) auf die Form gebracht werden: 

lii=n 

-^ -f- ^ «u COS II X *-(- bfi sin ^ x. 

Wenn man in dem einzelnen Gliede der früheren Summe 
für g(x) das Produkt je zweier der im Zähler vorkommenden 
Faktoren auf Grund der Formel 

sin a . sin /3 == — [cos (a — ß) — cos (a -f" ß)] 
umwandelt und dann Ausdrücke der Form 

cos hr — 2" ("»' + "»') 

nach der Additionsformel für den Kosinus entwickelt, so wird der 
Zähler jedes Gliedes eine ganze Funktion nten Grades von cosir 
und siuiT. 
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Doch wenn man weiter die Formeln anwendet: 
22m-iQQg2m^ = coB 2 m tt + ( , ) COS (2 w — 2) a 4" ••• 

22m(;Qg2m + icj —. COS 2 m -f- 1 a -|~ ( i ) cos 2w — 1« -f- ••• 

+ ( ' ) cos o, 

' \ m / 

( — 1)**» 2^"*-* sin^"» a = cos 2 m a : — ( j cos 2m — 2 a -|- • • • 

(— l)'»»23»«8in2"» + ia = sin2m+la — 
— ( ' j sm 2 m — 1 a 4- ^ (— 1)»* ( ' j sm a, 

so ist offenbar, daß die genannte Umformung unter allen um- 
ständen ausführbar ist. 

In dem Falle äquidistanter Stellen Oy, so daß etwa 

, 2» , ^ 2» 

gilt, sollen die Koeffizienten der In -\- \ folgenden, die Eigen- 
schaften von g(x) ausdrückenden linearen Gleichungen berechnet 
werden : 

-^ -(- ^1 ^^ «0 + «2 cos 2 «0 + • • * H~ ^« sin wtto = /*(oco), 



-j^ -|-" ^1 cos otj -|- ^2 oos 2 aj -f" * • • 4" ^n sin n «1 = /"(«i), 

"7^ -|- a^ cos «211 + a2Cos2a2n + ••• + 6nSinwa2n = /'(a2n)« 

Im Falle die Größen «v in der genannten gegenseitigen Be- 
ziehung stehen, wird, wie wir sehen werden, die Addition der 
2 n -|- 1 Gleichungen ergeben 

I (2 « + 1) = /"(«o) + /'(«i) + • • • + /"(«sn); 

doch wenn man in unserem Falle die Gleichungen der Reihe 
nach mit 
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COSflOoi COS /LI a^, ... COSfCOan 

beziehungsweise mit 

sin/LiOo} sin /LI a^, ... sin/Liocan 
multipliziert und dann addiert, so findet man 

2^ — «M = ^ jr(av)cos^ay, 

» = o 

beziehungsweise 

Y~~ ^M = 2 /*(«0 sin ftav (/^ = 1, 2, . . . n). 

Diese Relationen werden offenbar als richtig erkannt sein, 
sobald die folgenden Gleichungen bewiesen sein werden: 

>, COS fi ttv cos /Li' «v = 2 *^ *^ ^ 

10, „ ^'=1=^ „ (2 

v=2n / 2n + 1 ; /Q 



^ sin fi «v sin /li' a, = 



^=« 10, „ ^'=4=^ „ (4 

'^ . , f 0, „ ^' = ^ „ (5 

> sin fi «y cos /Li' «y = < 
v=o ' 10, „ ^' =j= ^ „ (6 

Es sollen zunächst die Formeln (1 und (3 bewiesen werden. 
Ersetzt man jedes Produkt zweier Kosinusse bzw. Sinusse unter 
den Summenzeichen der genannten Gleichungen auf Grund der 
Beziehungen : 

cos a cos /J = "ö" [cos (a — ß) -\- cos (a -[" ß)\ 



durch 



sin a sin /3 = -jr- [cos (a — ß) — cos (a -|- ß)] 



— (1 -|- oos 2 ft «v) oder -77- (1 — cos 2 fi «>), 



so kommt der Beweis der Formeln (1 und (3 auf den der Relation 
zurück: 

cos 2 /LI 060 + cos 2 fi «i -["**• + cos 2 fi «2» = 0, 

wo ^ jeden positiven, ganzzahligen Wert gleich oder kleiner als 
n haben kann. 
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Diese Gleichungen aber bestehen. Ist nämlich 

00 = cos «0 + * siii «0 {i = V — l)j 
eine Wurzel einer Gleichung 

wo I J.| = 1 sei, so sind die übrigen Lösungen bekanntlich 

jg^ = cos Uy -\- i sin Uy (v = 1, 2, ... 2 n), 

und die Summe aller Wurzeln ist null, weil die Gleichung in z 
ein Glied mit ^er^*» nicht enthält. Und dann ist zunächst die 
Summe der reellen und imaginären Bestandteile null, also 

^ COS (Xy = 0, ^ sin «v = 0. 

rrzO 'l'=zO 

Nach dem Moivreschen Satze ist aber die 2ftte Potenz der 
früheren Wurzel £iv 

cos 2 fi av 4~ i sin 2 /LI ay 

und wieder wird die Summe der reellen und imaginären Bestand- 
teile der 2 fiten Potenzen aller 2n -f- 1 Wurzeln Zv null, denn 
die 2 fite Potenzsimime verschwindet, wenn 

ist. 

Ist aber 



vr=2n 



^ COS 2 /LI «v = 



und ebenso 



v = 
^ = 9»» 



^ cos /LtOty = , 

rrzO 

SO bestehen auch die Relationen (2 und (4, denn es verschwinden 
in den Gleichungen 

v=2n - r = 2n 

cos fi «v COS fi' a» = — ^ [cos (f* + /"*') ^v -|- cos (ft — /li') «v], 

v=0 rrrO 

r=2n - i' = 2n 

sin/L(avsinfi'av = — — ^ [cos(/Lt -|-ft') «v — cos(tt — ft^) a„] 





2 

rz=0 y=zO 



die rechten Seiten, weil ft + /li' nicht durch 2 w -|- 1 teilbar ist 
und die (ft + ft')-te Potenzsumme der Wurzeln ^v verschwindet. 
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Zum Beweise der Formeln (5 bemerke man nur, daß 

v=2n v=2n 

2 ^] COS ^ «v sin fiUv = ^] sin 2 /li «^ 

ist, und die Richtigkeit der Formeln ist auch schon erwiesen. 

Endlich zum Beweise der Relationen (6 setze man auf Grund 
der Formel 

cos a sin /3 = — [sin (a -\- ß) — sin (a — ß)] 

jedes Glied in eine neue Form, und alles weitere ist klar. 

Indem wir nun zu den 2 n -j- 1 linearen Gleichungen für 
die Größen a^ und bu zurückgehen, so können wir jetzt auch 
schließen, was später von Bedeutung sein wird, daß die Deter- 
minante 

1, cosoco, cos2ao, ... sinnao 

1, cos«!, cos2a|, ... sinno&i 



1, cosa2n) cos2a2n) ••• sinn «211 

gewiß nicht für jeden Wert von a verschwindet; denn in diesem 
Falle ergäbe sich nicht die schon gefundene bestimmte Lösung 
des Gleichungensystems. 

Wenn man für jeden der Werte v 

r—r- = ^a, 

2 w -f- 1 

setzt, so lauten die früheren Formeln: 



l 



v=2n 



«a = — ^ f ((Xy) COS fl OCy J Uy^ 

v = 



1 



v = 2n 






WO die erste nicht allein die Fälle /ii = 1, 2, ... n, sondern auch 
den Fall ^ = umfaßt, wobei entsteht: 



v = 2n 



«0 



1 ~ V 

v = 



Läßt man hierauf n immer größer werden, so daß also in 
das Intervall von der Länge 2 9r, dessen Anfangspunkt für die 
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periodische Funktion f {x) willkürlich gewählt werden kann, 
immer mehr Stellen a» fallen, so entsteht schließlich für w = ao 

a^ ■= — I /'(a)cos^ada, 


27r 



fe^ = — 1 f{a) sin/iiaäa, 



und die Näherungsfunktion g{x) geht formal in die unendliche 
Reihe über: 

Q(x) •= -^ -\- a^ cos X -\- a2C0%2x -\- •" 

-\- \ sina? -|- 62 sin 2 :r -|- •• • . 

Diese Reihe führt den Namen der Fouri ersehen, und 
die angegebenen Konstanten a« und hy, heißen die Fourierschen 
Konstanten^). 

Gesetzt, daß die Fouriersche Reihe konvergiere, so muß sie 
durchaus noch nicht die Funktion f(x) darstellen, denn hierzu 
müßte, wie unmittelbar ersichtlich ist, 

lim jR {00) 



n = oo 



existieren und verschwinden; das allerdings wird, wie hier neben- 
bei bemerkt sei, gewiß zutreffen, sobald f(po) in eine konvergente 
Fouriersche Reihe entwickelbar ist 2), doch ist das Verschwinden 
der Grenze von B.(x) im Falle der Konvergenz der Fourierschen 
Reihe von vornherein wieder gar nicht selbstverständlich, da man 
ja in dem Falle, als in das Intervall 2 n unbegrenzt viele Stellen 
«v hineinverlegt werden, über die Existenz des Rolleschen Satzes 
und über das Zutreffen der Aussage 

limJB(^) = 



n = ao 



und somit auch über das der Beziehung f(x) = G{x) nicht ohne 
weiteres etwas aussagen kann (vgl. S. 105). 

Faßt man in der Fourierschen Reihe die zwei Glieder zu- 
sammen, die dieselben Vielfachen der Argumente enthalten — 
a^cos/ii^ und ft^sin^ic — und setzt 

«lu = c^ sin /3^, 6a = Cy, cos /3«, 

^) Hurwitz, Mathematische Annalen, Bd. 57, S. 425. 
*) denn f{p^ ist nur in eine solche Reihe entwickelbar. 
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Ca = ial + hl, ig ^^ = -^, 

80 erhält man für die Fouriersche Reihe die Form 

^ = 00 

y + ScAiSin(^:r + /S^). 

Indem c^ sin (/ii a; -|- ßp) den Verlauf einer einfachen har- 
monischen Bewegung darstellt, heißt c^ü die Amplitude und ßfi die 
Phase der /iiten Teilwelle der Bewegung, die durch y = f{x) 
dargestellt erscheint. 

Hier kann es nicht die Aufgabe sein, die bisher bekannten 
hinreichenden Bedingungen für die Konvergenz der Fourierschen 
Reihe zu ermitteln; es muß vielmehr nur der Nachweis 
genügen, daß die Koeffizienten der Fourierschen Reihe die von 
Bessel^) bemerkte Eigenschaft besitzen, mit den gleichnamigen 
Koeffizienten der „besten" trigonometrischen Näherungsfunktion 
g{x) der gegebenen Funktion f{x) übereinzustimmen. Das heißt, 
wenn man entsprechend der im § 25 für die ganze rationale 
Näherungsfunktion durchgeführten Aufgabe auch hier nach der- 
jenigen Näherungsfunktion 

von f(x) fragt, für die aber die Annäherung an f(x) in dem ganzen 
Intervalle von der Länge 2 n eine möglichst gute wird, so werden 

für die Koeffizienten -^ , Ufi und fe^ diejenigen Fourierschen Kon- 

stauten als Werte hervorgehen, die in der Fourierschen Reihe bei 
dem Kosinus bzw. Sinus desselben Vielfachen des Argumentes x 
stehen. 

Hier suchen wir die Koeffizienten (wie in § 25) zuerst auf 
Grund der Forderung, daß die Summe der Fehlerquadrate von 
g {x) gegenüber f(x) an den 2 n -|- 1 Stellen «r, das ist 

2 (y + 2 öt^cöSfi«, + &/usinfio6yj — f(oh)\ 

ein Minimum werde. 

Es sollen also die ersten Ableitungen nach den Unbekannten 
Ufi und bfi verschwinden. Wenn man unter dem Summenzeichen 



2 



^) Bessel, Astronomische Nachrichten, 1828, Bd. VI, Kolonne 333. 
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den Minuenden des einzelnen Gliedes noch mit Cv bezeichnet, so 
sollen also die Gleichungen bestehen: 

[Co - /"(«o)] + [Gl - /"(«a)] + - + [f?2n - fic^an)] = 0, 
cos «0 [^0 — /"(«o)] + cos «1 [6\ — fipii)] -\ 

+ COSC62n[C2n — fi(^2n)] = 0, 

coswao[C?o — /"(«o)] + cosnai[Ci — f{o^)] + ••• 

4- cosna2n[C2n — /'(a2n)] = 0, 
8inao[Ci — /"(«o)] + sinai[Ci — /"(«i)] + ••' 

+ sina2n[C?2n — f(f^n)] = 0, 

sinwao[C^o — /"(«o)] + 8innai[6\ — /*(ai)] + •*• 

+ sinna2n[C2n — fic^n)] = 0. 

Diese 2n -{- l in den Klammergrößen linearen Gleichungen 
haben aber keine identisch verschwindende Determinante, denn 
diese ist nur die gestürzte frühere, d. h. es sind die Kolonnen 
jetzt Zeilen. Darum aber werden die linearen Gleichungen nur 
befriedigt, wenn die Klammergrößen selbst verschwinden, und man 

bekommt so für —, a^ und bf^ die früher gelösten linearen Glei- 

chungen. 

Indem man hierauf in das Intervall von der Länge 2 ?r immer 
mehr, schließlich unbegrenzt viele äquidistante Stellen a^ hinein- 
verlegt und die Koeffizienten der Forderung gemäß bestimmt, 
daß die Summe der Fehlerquadrate über das ganze Intervall 
erstreckt, also daß 



ein Minimum werde, oder wie man sagt, die Annäherung in dem 
ganzen Intervalle eine möglichst gute werde, so erfährt man, daß 
die Koeffizienten in die gleichnamigen Fourierschen Konstanten 
übergehen: 



^ = — I f (x) cos ^ixdx^ 



2n 



bfi^^ —\ f(x) smiixd Xj 
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was einleuchtet, wenn man auf die Veränderung des Systems yon 
Gleichungen für die Größen a^ und feu achtet. 

Ist hierauf eine Funktion von der Periode 2ä gegeben, so 
kann man ihre Werte an einer ungeraden Anzahl von Stellen «v 
(i; = 0, 1, ... 2n) eines Intervalles von der Länge 2% durch 
Rechnung finden und kann die Funktion nach den Vorschriften 
des § 11 geometrisch darstellen und zwar um so genauer, je 
größer auch n ist. Hier nun, sowie in dem Falle als ein periodisch 
verlaufender Zusammenhang durch eine Kurve vorgegeben ist, 
kann man versuchen, zu ihrer Darstellung eine endliche trigono- 
metrische Reihe herzustellen. Dabei wird man — jetzt ganz 
abgesehen von dem von den Größen a^i und i^ abhängenden 
Restgliede — die Koeffizienten so wählen, daß die Überein- 
stimmung zwischen der Kurve und der Näherungsfunktion in 
dem Intervalle 2n eine möglichst gute werde, d. h. hier wird 
man für a». und fe^ die Fourierschen Konstanten setzen und es 
kommt nun darauf an, diese Konstanten zu bilden. 

§ 36. Harmonisehe Analysatoren^). 

Zur Bestimmung der Fourierschen Konstanten sei zuerst 
bemerkt, daß 

27t 



den Mittelwert der den Stellen des Intervalles 2n zukommenden 
Ordinaten der Kurve mit der Gleichung y = f{x) bedeutet und 
daß a^TC der über dem Intervalle 2n bis zu derselben Kurve 
ausgedehnten Fläche gleichkommt. 

Das 2 Ä-fache von a^ und feu stellt ebenso je eine Fläche über 
der Strecke 2n dar, ausgedehnt bis zu den Kurven mit den 
Gleichungen 

y = 2 f{x) cos /ii X bzw. t/ = 2 f{x) sin ft x. 

Über solche Flächenbestimmungen wird im nächsten Ab- 
schnitte verhandelt werden. Hier wollen wir nur den ersten 

Koeffizienten -^ als bestimmbar ansehen und von der Ermitte- 
lung der anderen Koeffizienten sprechen. 

1) Dyck, Katalog mathematischer Modelle 1892, 1893. 



-.=h\^' 



§ 36. Harmonische AnalyBatoren. 
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Um die Fourierschen Konstanten Ufi und bfi (fi = l^ 2 ,,. n) 
anzugeben, hat man Apparate, mit deren Hilfe die Ablesung von 
solchen Größen vollzogen wird, die die Bestimmung dieser Koeffi- 
zienten leicht ermöglichen. Diese Apparate heißen harmonische 
Analysatoren, und der von Henrici soll in der Ausführung von 
Coradi aus dem Jahre 1894 beschrieben werden. Als den voll- 
kommensten Apparat bezeichnet Runge i) den von Michelson und 
Stratton. 

Parallel den Längskanten eines rechtwinkeligen parallelo- 
pipedischen Rahmens JB, von dem die Basisseitenfläche parallel 
einer horizontal gedachten Zeichnenfläche situiert werde, ist ein 
Zylinder Ä angebracht (in der schematischen Figur ist nur seine 
Achse angezeigt), den man bei Benützung des Analysators in die 

Fig. 23. 




Richtung der x Achse des in der Ebene der Kurve C gewählten 
Koordinatensystems zu bringen hat. Auf dem Zylinder A sitzen 
zwei Rollen -Bi und -Ba- Diese und eiue dritte Rolle B3, die 
unmittelbar an dem Rahmen angebracht ist, geben die drei 
Unterstützungspunkte des ganzen Apparates auf der Zeichnen- 
ebene. 

Parallel den Basiskanten des Rahmens läuft ein Schlitten 
W^ mit dem eia Fahrstift F verbunden ist; mit diesem ist die 
Kurve C über dem ganzen Intervalle von bis 2jr zu durch- 
fahren. Wenn F in der Richtung der x Achse bewegt wird, läuft 
der Schlitten mit ihm, doch wenn F in der Richtung der y Achse 
bewegt wird, wird auch der ganze Apparat bewegt. 

Auf dem Zylinder sitzt noch eine Scheibe iS, die nicht auf 
der Zeichnenebene aufruht, aber mit einer oberhalb der Scheibe S 



Runge, 1. c. (s. S. 44), S. 164. 
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angebrachten Kugel K in Berührung steht, deren Mittelpunkt in 
der den Berührungspunkt von Scheibe und Kugel enthaltenden, 
zur Zeichnenebene senkrechten Geraden G liegt. 

Die Achse G trägt oberhalb der Kugel und des Rahmens 
eine Scheibe J5, um die ein Draht gelegt ist, der mit dem Bahmen 
und Schlitten in einer aus der Figur ersichtlichen Art in Ver- 
bindung steht. 

Wenn nun F in der Richtung der Achse des Zylinders be- 
wegt wird, so werden die Scheibe E und die Kugel K um die 
Vertikalachse um solche Winkel gedreht, die proportional der 
Verschiebung von F sind ; doch wenn F senkrecht zu der früheren 
Bewegungsrichtung um dy bewegt wird, so wird die Scheibe S 
um die Achse des Zylinders A gedreht, und zwar um einen dy 
proportionalen Winkel. Die Kugel aber wird hierbei um einen 
zur X Achse parallelen Durchmesser XX' und zwar wieder um 
einen Winkel proportional dy gedreht. 

Preßt man nun noch an die Kugel zwei Rollen r^ und rg, 
deren Achsen gegeneinander senkrecht stehen, so nehmen diese, 
wie die Fig. 24 zeigt, die Drehungen auf: 

c^ sinadt/, c^GO^ady^ 

Fig. 24. 




WO Cj und Cj zwei dem Apparate eigene Konstanten sind. Nach 
einem Durchlaufen der Kurve C über der Strecke 2n liest man 
nun an den mit rj bzw. r^ verbundenen Zählwerken ab: 

2n 2/r 



I %mady und c^ cosaät/. 



Gl 



und je nach der Größe der Scheibe E — und bei einem Apparate 
gibt es mehrere solche Scheiben — 

Ci sin ^ady und C2 cos iiady. 
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Das aber sind bis auf die Faktoren 

und 



gerade die Größen, deren man bedarf, denn die partielle Inte- 
gration liefert: 

27t 27t 

1 f ,1 /ysinaaV 1 f sinua , 
au ^= V cos it a a a = — ( ^-- ) ^— a y, 



27t 27t 



und rechterhand sind die ersten Glieder null^). 

Dieser Apparat liefert also tatsächlich mit den Fourierschen 
Eonstanten einfach zusammenhängende Größen, denn an dem 
Zählwerke der Rolle r^ liest man ab, was zu der Konstanten a^ 
führt, an der Rolle Tq das, was zu &^ führt 



§ 37. Die Methode yon Fischer - Hinnen zur Bestimmung 

Fourierscher Konstanten ^). 

Ist eine Kurve C von periodischem Verlaufe gegeben y = f(x) 
und setzt man voraus, daß f(x) durch eine Fouriersche Reihe 
darstellbar sei, will aber einige der Koeffizienten in der Nähe- 
rungsfunktion g(x)^ also einige der Amplituden und Phasen Cu 
und ßfi von Teilwellen in der Reihe 

y — ^ = 71 = ^c^sm(^x-{- ßf,) 

.«=1 

besitzen, so kann man sich des Verfahrens von Fischer-Hinnen 
bedienen. Doch wollen wir über diese Methode nur berichten, 
weil sie auf einer nur näherungsweise zutreffenden Annahme 
beruht. 



*) Gegenüber früher ist hier nur das Zeichen « statt x gebraucht. 
*) Elektrotechnische Zeitschrift 1901, S. 396 bis 398. Lorenz, Tech- 
nische Mechanik, 8. 214. 
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Man findet nämlich nur dann, wenn die Amplituden 

rasch abnehmen, daß das arithmetische Mittel % der den m Stellen 

2jt 



X -\- X — , (x == 0, 1, 2, ... m — 1) 

m 

zukommenden Ordinaten der Kurve C nahezu 

Cm sin m{x ^ ß„) 

ist; und daß nur dann das arithmetische Mittel i^a der den 
Stellen 

(4^_M)fr (fe_o,i,...;jr=n[) 

2m ^ ^ 

zukommenden Ordinaten der Kurve nahezu 

Cm cos m{x -\- ßm) 
ist, und nur dann 



gilt. Richtig ist nämlich 

Vi = CniSmm{x -f- ßm) + C2msm2m(x -|- ß^m) H 

usw. 

Die Phase ßm findet man, indem man bemerkt, daß unter 

der gemachten Annahme das arithmetische Mittel der den m Stellen 

27t 

h — zukommenden Ordinaten nahezu 
m 

Cm sin mßm 

ist, wo nun Cm bekannt ist, so daß man ßm finden kann. 

Die in Rede gebrachten arithmetischen Mittel liest man von 
der Kurve ab und bestimmt näherungsweise die mie Teilwelle. 
Doch bei der Anwendung ist es passend, von dem größeren zu 
dem kleineren Werte m zu gehen, also die mte Teilwelle und 
nach Subtraktion ihrer Ordinaten von denen der gegebenen 
Kurve die (m — l)-te Teilwelle zu suchen usw., da man ohnehin 
die m = 1 entsprechende Welle durch Subtraktion der größeren 
m zukommenden Teilwellen zugehörigen Ordinaten von denen der 
Kurve findet. 

Es gibt ein Interpolationsverf ahren i) , das die Berechnung 
einer verhältnismäßig kleinen Anzahl von Koeffizienten der Nähe- 



^) Tschebyohef, Oeuvres, t. 1, p. 385. 
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rungsfunktion bestimmen lehrt, wenn eine große Anzahl von 
Beobachtungsdaten zur Verfügung steht, und zwar bloß durch 
Addition und Subtraktion dieser Daten. Dieses Verfahren ist 
für trigonometrische Näherungsfunktionen sehr geeignet ^). Trotz- 
dem aber gehen wir auf dieses Verfahren hier nicht ein, weil 
die Vorbereitungen umständlich wären und ziehen es vor, gleich 
eine beschränkte Anzahl von Koeffizienten a^ und bfi unserer 
Näherungsfunktion zu berechnen, wenn entweder die Ordinaten 
einer Kurve, die eine Funktion darstellt, oder die Werte einer 
Abhängigkeit an einer diskontinuierlichen Folge von äquidistanten 
Stellen Xi als bekannt gelten; sie heißen 

f{xi), (i = 1, 2, ... m). 

Das eben nur erwähnte Interpolationsverfahren von Tsche- 
bychef nimmt also eine mittlere Stellung ein zwischen dem Ver- 
fahren, wo die Entwickelung der abhängigen Größe nach der 
Fourierschen Reihe vorausgesetzt wird, und dem letztgenannten, 
noch zu erledigenden Falle. 

Unter den vielen Methoden zur Lösung der beabsichtigten 
Aufgabe sei die von Runge herausgegriffen 3). 



§ 38. Bestimmung der Koeffizienten der Nfilierungsfimktion 

nach Bunge. 

Runge zerlegt das Intervall 2 jt nicht in eine ungerade An- 
zahl gleicher Teile, nicht in 2n-\-l^ sondern in 4n gleiche 
Teile, nennt den Anfangspunkt des Intervalles Xq und die Ab- 
szissen der folgenden Teilpunkte ^i, ^g? ••• ^4m— i und setzt die 
Näherungsfunktion in die Form 




ttfi cos (ix -\- bu siii^x \ -j- a2n cos 2nx. 

Man bestimme deren Koeffizienten wieder auf Grund der 
Forderung, daß 




»=o 



*) Bruns, Grundlinien des wissenschaftliclien Rechnens, S. 130. 
*) Knnge, Zeitschr. f. Math. u. Physik, Bd. 48. 

Bier mann, Mathematische Nähertingsmethoden. 21 
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ein Minimum werde. Dann müssen die Ableitungen des Aggre- 
gates nach den Koeffizienten a^ und bfi verschwinden. Die so 
entstehenden Gleichungen werden erfüllt, wenn die Relationen 
bestehen : 

^ -|- ( 2 a^cosfia;,- + 6usin.a Xi ) + c^n cos2nXi = f{xi), 



(i = 0, 1, 2, ... 4n — 1) 
aus denen folgt 

» = 
i =4n— 1 

(^ = 1, 2, ... 2n — 1) 

» = 
»=4n— 1 

4na2»= ^ /'(ic,) cos 2 n ic,-. 



»=o 



Diese Gleichungen sind in einer Weise geschrieben, daß sie 
den Vergleich mit denen auf S. 149 u. 150 unmittelbar gestatten. 

Wenn man jetzt mit x einen Winkel von - — x Grad be- 

^ 4n 

zeichnet, also dem Anfangspunkte unseres Intervalles von der 
Länge 2 n den Winkel von 0\ dem Endpunkte einen Winkel von 
360^, und irgend einem Punkte des Intervalles in der genannten 
Weise einen Winkel zwischen diesen Grenzen zuordnet, so hat 
man den Vorteil, daß 

sina^in— f = — sina:», 

COSXm-i = COSXi 

wird, was natürlich nicht zutrifft, wenn Xi wie früher gleich- 

bedeutend mit ^o + * t"" ^^8®^^^ wird. 

Nun kann man die früheren Gleichungen folgendermaßen 
schreiben: 
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i = 2n 

2n a^ = ^ [f(xi) + f(x^n-i)] cosfta;,-, 

•Z'n (ft=l,2,,..2n-l) 

2n 6^ = 2 [fi^i) — fi^^n-i)] sinfiXi, 

i=2n 

4na2n= ^ [fi^i) + f(x^n^i)\ C082 nxi, 

i=0 

wo in der dritten Gleichung siniiXo = sin 11x2 n = gilt. 
Man bilde nun die Verbindungen 

fiXi) — fix^n-i) = ^t, 

und bemerke, daß ^0 = ist, weil f{x^n) = /(^o) gut, und be- 
achte, daß 9o = fi^o) uiid 9a» = fix^n) ist, denn in den 
früheren Darstellungen kommt der Wert f(x^n) nicht vor und 
ein Glied f{x2n) cos fix^n gibt es nur einmal. Kurz, man stelle 
das Schema her 

f{Xo), f{x^\ . . . fiX2n-l\ f(X2 „), 

/(^4n — 1)1 . • • /^(^2n+l)i 

bilde Differenzen und Summen der untereinander stehenden Größen, 
die obere vermindert oder vermehrt um die untere und setze 
^0 = ^2n = 0. Dann kann man die Formeln anschreiben: 

f = 2n 
f=2n 

2nau = 5] 9iC0B(iXi^ 



;-^^ (,i = l,2, ... 2n-l) 

2nbfji = 2 ^,- sin ft a;,-, 

ti=2n 

4na2n= 2 9,cos2wa;„ 

«=0 

und hier sind schon weniger den Kosinus oder Sinus enthaltende 
Glieder als in den früheren Gleichungen. 

Doch auch hier gibt es wieder Glieder, die denselben trigono- 
metrischen Faktor besitzen, indem 

11* 
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8mftiC2n-« = dl srnfiXi^ 

cos flX^n-i = + cos flXi 

gilt, je nachdem (i ungerade oder gerade ist. 

Danach aber setze man die Größen ^ und (p so wie früher 
die f(xi) in Schemen und bilde Differenzen und Summen: 

1. 



2. 





^1, 


*2i 


• • • 


^«-11 


*ni 




^2n— 11 


^2n~2i 


• • • 


t/'n + li 




Differenzen 


?' 


^J, 


• • • 


^;-ii 




Summen 


91» 

1 


921 


• • • 


9« -11 


9«- 




9oi 


9ii 


921 


• • • 


9n-li 9ni 




92 m, 


92n-li 


92n 


— 2i • • • 


9n + li 


Differenzen 


^0, 


^11 


^2, 


• • • 


^n-li 


Summen 


90i 


9li 


981 


• • • 


9n-li 9ni 



80 entstehen aus den letzten Gleichungen im Falle eines ungeraden 

(i die folgenden 

1=11—1 

2naju = ^ ti cos ft a;,, 
«=o 

»=n 

2n6^ = 'S] 9;. sin ft a^i, 



» = i 
aber im Falle eines geraden (i 

i = n 

2nafi = 2 9t cosfi ^Tf, 

«=o 

i = n — 1 

2nbfi = 2 ^t sin ^ a;,-, 
und femer wird 

i=n i=zn 

4n -^ =^9.1 4na2„ =]S(— 1)*9»-. 

» = » = 

Es ist am besten, die Koeffizienten a^ und a2n-fi und ebenso 
die Koeffizienten bfx und b^n—fi gleichzeitig zu berechnen, denn 
indem man die Summanden für au und ebenso die für 6^ ab- 
wechselnd in zwei Kolonnen schreibt, die Kolonnensummen bildet 
und diese addiert und subtrahiert, so erhält man 2nau und 
2wa2„_^ bzw. 2nbfi und 2n62n-,u. 
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Im Beispiele n = 3 wird 

sin Xq = sin 0^ = cos 90« := = cos Xg, 
sin Xi = sin 30® = cos 60® = - == cos a^j, 

Qmx^ = sin 60® = cos 30® = - ^3 = cosiCi, 
sin Xs = sin 90® =r cos 0® = 1 = cos Xq^ 

und man hat, wenn die trigonometrischen Faktoren links in eine 
Kolonne geschrieben werden, erstens für die Herstellung der b 
das Schema zu bilden: 





i" = 1, 5, 


^ = 2, 4, 


1 

sma?! — - 

sin iCa Q V^ ' * * • 
siniCg 1 


«Pl 


f'i ^'2 


Eolonnensummen • • • 


2 +^^' 2 ^' 


Ir^tu ^^i 


2.3.6, -Li+<pi + ^ 
2.3.6, --|l + ^i-3^ 


3-, 

- q>2 


2.3.6,-1^ 
2.3.64 ^ 


?^i+^^i 
Ni ^^ä 



und femer ist 

66, = tp'isinSxi -\- 9J sin Sx^ ^^q>'i — ^i. 
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Das Schema zur Herstellung der a lautet: 





A* = 1, 6, 


A* 2, 4, 


/u 3, 


cos iCo 1 

cos Xx V- 

1 

cos X2 o 


^0 

^2 


9o 98 
92 9l 


*o t/'j^ 


Koloimen- 
summen 




— 92 — 9i 
9o 2 ' ^«+ 2 


^0 — ^2 




2. 3. «2 9o— 1^ — 93+-y 
2.3.a, ^,—^ + ^3—-^ 



2 . 3 . 03 = 1^0 — ^2 



und endlich wird 



ao — 



12 "2 = 9o + 9i + 92 + 98» 

12 ae = qPo — 91 + 92 — 98- 
Damit ist die Bildung der Näherungsfunktion 



2 

ausgeführt. 



-\- ( ^ a^ cos ft :r + 6^ sin ft a; 1 -f- a^ 



cos 6 a; 



§ 39. Das Bestglied der trlgonometrischeii Interpolations- 

funktion ^). 

Wenn eine Funktion f{x) von der Periode 2n näherungs- 
weise durch eine endliche trigonometrische Reihe g {x) auszu- 
drücken war, so hatte man im allgemeinen stets ein RestgUed 



^) Biermann, Sitzungsberichte der kaiserl. Akademie der Wiss. in 
Wien 1904, Abt. IL 
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R{x) hinzuzufügen, wie ein solches im FaUe, als das InterraU 2« 
in eine ungerade Anzahl gleicher TeUe zerlegt war, schon ab- 
geleitet wurde. 

Wenn das Intervall 2 x aber in 4 n gleiche Teile geteilt wird, 
wie im Torigen Paragraphen, so kann man ebenfaUs 

fix) = gix)-\-R{x) 
und 

E{x) = r{x) n sin o (^ — ^») = i''(x)n(x) 

setzen, weil wieder g(Xi) = f{xi) ist, und nun wie früher ab- 
leiten, daß 

wird, wo I eine zwischen den Stellen Xi und x liegende mittlere 
und unbekannte Stelle ist 

Im Falle eine Funktion f{x) zur Darstellung gelangt, so ist aus 
dem Bestgliede selbst ganz ersichtlich, wie man es zu beurteilen 
hat, d. h. wie man erkennt, welchen Fehler man höchstens be- 
geht, indem man f(x) durch seine Näherungsfunktion ersetzt. 
Doch sind hier zwei Bemerkungen atn Platze: 

Erstens, wie man die mehrfache Ableitung von n(x) bildet, und 

zweitens, wie man r(x) an einer Nullstelle von dem früheren 
77(2n+i)^^j bzw. an einer Nullstelle von 71(**»>(:r) beurteilt 

Also erstens soll, sagen wir, die iwte Ableitung des Pro- 
duktes von h Faktoren 

Ui(x) = sin 2 (^ — ^i) 
beschrieben werden. Heißt das Produkt 

n{x) = Uq(x).U^{x).'^^Uic-.i{x), 

so ist die tute Ableitung in symbolischer Gestalt durch 

duQ , dui I I dMk^iY*"> 



\dx ~^ dx ~^ ' dx / 



zu bilden und dabei die nullte Potenz von -^ durch w^i die 



gegeben, d. h. man hat die mte Potenz des Klammerausdruckes 

du, 
dx 

fite Potenz aber durch die f*te Ableitung von u^ zu ersetzen. 
Im Falle % = 2 ist die Behauptung wohl bekannt, im Falle 

eines größeren h wird sie durch vollständige Induktion bewiesen. 
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Es sei nur gelegentlich auch in Erinnerung gebracht, daß 
sich die mte Potenz der additiven Vereinigung von k Größen in 
die Gestalt bringen läßt 

{Co + Ci H h Cfc_0" = ^0 + 6\ H h Gp + -, 

wo die Glieder Co, Cj, ... Cp, ... schrittweise aus den folgenden 
Relationen zu entnehmen sind: 

Co = C 

1 Co C\ = m Ci Co, 

2 Co Ca = 2 m Ca Co + (m — 1) Ci Cj, 

ScjCa = SwCgCo + (2t» — l)c«Ci 4- (w — 2)ciC2, 

pCoCp =pmCpCo 4- [{P — 1)*»* — l]Cp-iCi -|- 
4-[(i>-2)w-2]Cp_aCaH \-[l ,m-(p-l)]c,Cp.,, 

Die etwa auftretenden Koeffizienten c^, c^ + i, ... sind dabei null. 
Will man zweitens r{x) an einer Nullstelle von J7(*>(ip), wo 
fc = 2n 4- 1 oder 4n ist, aber entsprechend diesen Fällen 11 (x) 
ein Produkt von 2 n -|- 1 bzw. 4 n Faktoren bedeutet, so beachte 
man, daß zufolge der Gleichungen 

f^^i^) — g^^'^i^) — r(a;)77W(|) = 0, (fc = 2n + 1, 4n) 
an der Nidlstelle | von n^^^(x) auch 

verschwindet und dann r (x) als Quotient zweier an derselben Stelle 
verschwindender Funktionen im allgemeinen durch den Quotienten 

i7(k+i)(|) 
auszudrücken sein wird. 

Im Falle nicht bekannt ist, ob ein vorgegebener Zusammen- 
hang zwischen x und y eine Funktion ist, doch aber auf Grund 
von Beobachtungen deutlich eine einfache Periodizität in Er- 
scheinung tritt, so kann man immerhin auch versuchen, den Ver- 
lauf des Zusammenhanges y (x) durch eine Näherungsfunktion 
g(x) zu beschreiben. Doch kann nur die Erfahrung lehren, wie 
weit genau g(x) die Beschreibung liefert. 

In dem früheren Ausdrucke für das Restglied B {x) kann 
man nämlich f^^^ (x) nicht bilden, denn man hat weder f(x) noch 
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seine Ableitungen, kann also höchstens annehmen, daß y(x) wie 
eine Funktion zu behandeln sei und kann die kte Ableitung von 
y an der mittleren Stelle | durch den gleichnamigen Differenzen- 
quotienten ersetzen, wobei natürlich die Größe der Distanz der 
Stellen, an denen y(x) zugrunde gelegt wird, in gewissem Sinne 
willkürlich ist, aber gewiß nicht gleich der Distanz der in der 
Näherungsfunktion g(x) verwendeten Stellen sein kann, weil man 
in diesem Falle der Gleichheit nur den Differenzenquotienten von 
g (x) bildete. Oder man kann die Formeln zur mechanischen 
Differentiation, § 28, S. 132, anwenden und nachsehen, ob die dabei 
entstehenden Werte für R (x) auf Grund von Erfahrungen zu ver- 
nachlässigen sind, denn nur dann kann man den Zusammenhang 
durch g{x) beschreiben. 

So kann man z. B. zeigen, daß wenigstens für die leicht zu- 
gänglichen Unterschiede der Zeiten und Lufttemperaturen an 
einem heiteren Tage und an demselben Orte der Gang der Tempe- 
ratur durch eine Funktion der einfachen Form 

-^ -f- Ol cos X -\- bi sin x 

nicht zu beschreiben ist, indem das hier in Betracht zu ziehende 
Restglied Werte annimmt, die man bei Beurteilung der täglichen 
Temperatur nicht zu vernachlässigen vermag. 

Damit schließen wir die Auseinandersetzungen über die tri- 
gonometrische Interpolationsfunktion einer Variablen und gehen 
auf die entsprechende Interpolationsfunktion zweier Variablen hier 
nicht ein. 



Fünfter Abschnitt 



Anwendung der Interpolationsrechnmig auf die 
näherungsweise Quadratur und Kubatur. 



§ 40. Die Rechteck-^ Trapez-^ Simpsonsclie und Cotessehe 

Formel i). 

Deutet man x und y als rechtwinkelige Punktkoordinaten, 
so wird die Größe der Fläche zwischen der Kurve, die die Gleichung 
y =L f{pc) besitzt, der x Achse und den in den Abständen c und 
d parallel zur Ordinatenachse gelegten Geraden bekanntlich durch 
das Integral ausgedrückt 



I 



f{x)dx. 



Bei einer näherungsweisen Angabe des Integrales vollzieht 
man die Bestimmung dieser Fläche selbstverständlich auch nur 
näherungsweise, und um eine solche Flächenbestimmung zu be- 
werkstelligen, ersetze man f{x) näherungsweise entweder durch 
eine ganze Funktion nullten, ersten oder zweiten usw. schließlich 
wten Grades g{x\ die bzw. an einer Stelle a^ oder an den zwei 
Stellen c und d oder an den drei Stellen 

c i+A d 

usw., oder endlich an den w -|- 1 äquidistanten Stellen 

,d — c i ei d — c . , ,.d — c 
c, c -\ , c -f 2 , ... c 4- (n — 1) , 

c -\- n = d 



1) Vgl. z. B. Markoff, 1. c. (8. S. 92). 
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mit /*(a;) übereinstimme, und füge jedesmal ein in bekannter 
Weise zu bildendes Restglied R{x) hinzu und vollziehe hierauf 
die Integration : 

d d d 

l f{x)dx = l g(x)dx -\- R(x)dx. 

c e e 

Nach der Lagrangeschen Interpolationsformel hat man in 
den genannten Fällen zu setzen: 

1. f{x) = f(a,)-^f^ix-a,), 

2. f(x) = f(c)^^ + f(d)^^^-[-f^{x-c)(x-d) 
und nach sehr einfachen Umformungen: 

und 

4. f{x) = 

y{(x — c— ^-^ ^ 
,=0 vi(„_v)!(_i)»-»(^__j ^x-e-v^^J 

Indem man die Fläche über dem Intervalle von c bis d durch 
ein Rechteck von der Breite d — c und einer Höhe /"(«o) er- 
setzt und integriert, so entsteht die sog. Rechteckformel und 
insbesondere, wenn man a^ = c setzt, wird 

d d 

{f{x)dx = f{c) (d — c) +1^ (^ — c)dx = 



v=zn 



c 



= fic) (d - c) + f (V) (2!_^2c^)^ = 
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wobei nun der Mittelwertsatz zur Anwendung kam, weil x — c 
sein Zeichen nicht wechselt, wenn x das Integrationsintervall 
durchläuft. 

Femer gilt, wenn man Uq = d setzt: 

d d 

\f{x)dx = f(a){d — c) + [/-'(|)(a; — d)dx = 



C 



= f(d)id-c)-f^(d-cy. 

Sobald also die Kurve y = f(x) in dem ganzen Integrations- 
interraUe fällt, wird das erste Restglied negativ, das zweite hin- 
gegen positiv und im entgegengesetzten Falle gilt das Umgekehrte. 

Im FaUe 

c-\-d 

ist, läßt sich der ein bestimmtes Integral betreffende Mittelwert- 
satz nicht unmittelbar anwenden. Man muß vielmehr das Inte- 
grationsintervall teilen und etwa bilden 

c4-d 
d 2 d 

f(x)dx = I f{x)dx -\- f(x)dx = 

c c c + d 

2 

= f (^) (d-c)- (^' [f M - f (,,)], 

WO fji und % zwei in dem ersten bzw. zweiten Halbteile des 
Integrationsintervalles liegende Stellen sind. 

Oder man kann nach der Taylorschen Formel setzen: 

und hierauf gliedweise integrieren; dabei entsteht: 

d 

^f(x)dx = f (^^)(d - c) + + 



d 



+ 



OÖ |(, _ ^-i, = ^(£±^(._„)+(i=£)!^.(,). 
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Der zweiten Interpolationsfunktion (s. S. 171) entspricht die 
sog. „Trapezformel": 

d 

I fix) dx = ^^ \f{c) + m] - ^±^ f"{^\ 

c 

wenn die zu bestimmende Fläche über der Strecke von c bis d 
durch das Trapez mit den parallelen Seiten von den Längen f{c) 
und f{d) ersetzt wird« 

Im dritten Falle hat man die Integrale zu berechnen: 

ä 

^^HfL j(2x - c-d){x- d)dx = f{c) i^ 



d 

m 



M_ j(a; _ c){2x -C-d)dx= fid) 



C 

was keiner Erläuterung bedarf. Danach aber wird 

d 

^fix)dx = ^ [f{c) + ^f{^) + m] + 

d 
c 

und hierzu wird alsbald das Restglied näher untersucht werden. 

Zunächst sollen nur gleich zwei näherungsweise Quadraturen 
nach der letzten Regel vollzogen werden. 

Es ist 

|^=(J.)t=Z2==|[l + |- + i] + |iJ(.)d.= 

2 

= 1^+1' R(x)dx = 0-694 h f Ii{x)dx, 

1 1 

welcher Angabe wir den in den ersten acht Dezimalstellen richtigen 
Wert des natürlichen Logarithmus von zwei beisetzen: 

12 = 0-693 147 18..-. 
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Weil 

X 

dx 



1 



= arctg^r 



1 4-ica 



ist, so gilt auch 

dx % 3-1415... 






1 4- a;2 4 



= 0-7853. .-. 



Unsere Formel aber ergibt abgesehen von dem Restgliede 

Das der neuen sog. „Simpsonschen Formel** zuzuordnende 
Restglied bedarf einer längeren Behandlung, weil man f"{yi) 
nicht vor das Integral setzen darf. 

Nimmt man eine Funktion auf: 

^(x) = g{x) + A{x - c)(x - 4^)(^ - d), 

c 4- d 
wo A eine solche Konstante bedeuten soll, daß an der Stelle — ^ — 

*' {X) = f {x) 

wird, dann kann man auf Grund des Rolleschen Satzes sagen, 
es sei: 

f{x) = 0{x) + ^^ {X -c)(x- '-^)\x - d), 
und hierauf kann man das Integral bilden: 

d d d 

f(x)dx = g{x)dx -\- a[{x — c)lx -^ — \{x — d)dx-\- 



c 

d 



c 

Das Integral an der zweiten Stelle hat den Wert null; das 
an der dritten Stelle wird nach Einführung der durch die Gleichung 

^d — c . d -\- c 
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definierten Variablen t^ die von — 1 bis -|- 1 variiert, indem sich 
x von c bis d ändert, den Wert erhalten 

r-^)f"("-')^'=-Ä(^)' 

—1 
und hiermit wird das ursprüngliche Integral: 

d 

d — c 



_ t ( ^ - ^ v füM 

15 V 2 / 4! ' 

Entsprechend der vierten Näherungsfunktion erhält man die 
^Cotessche Formel" 

^f{x)dx= ^ f(^c + v^^yd - c)An^. +^R{x)dx, 

c ^ c 



w^obei 



d (i — n 



-^n, 



J 

e 



v\ (w — v)! (d — c)*» + i Ix — c — V j 



Hier seien für einige Fälle von n, zunächst für die schon er- 
ledigten n = 1 und 2 und dann für n = 3 und 4 die Koeffizienten 
An,v angegeben: 

f^ = ^ • -Ajo = g-j -0-21 = ^, -4.22 = TT» 

^ = O * -4-30 = ^, -4-31 = — , ^32 = ^, -4-33 = — , 

_. ._7 j_32._12._32_7 
"^^^ • ^*^ — 90' ^*^ ~" 90' "^'^ — 90' ^*' "~ 90' ^* — 9Ö' 

Jetzt sind aber auch die Integrale über die schon angegebenen 
Beste 

ZU ermitteln. 
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Ist n eine ungerade Zahl und setzt man wieder 

. d — c , d -\- c 

SO wird 

d 



\B(x)dx = 



+ 1 



___1__ (±_iy^'j(t. _ iXnH^ _ i.)(n.<. _ 3^) ... 

— 1 

... [nH^ - (n - 2)^]/-(- + «(S)d< = c(5L__£^ ^rqi^!' 

WO C einen Zahlenfaktor bezeichnen soll. 

Im Falle aber n gerade ist, nehme man wieder eine Funktion 

0(x) = g(x) + A'f[\x -(c + (i 1=1^)1 

auf und wähle die Konstante A derart, daß 0'(x) und f'(x) an 

c -\- d 
der Stelle — -^ — dieselben Werte haben, denn dann kann man 

wieder nach dem Rolleschen Satze schreiben: 

,(.)=,«+/n[«-(«+.^)] (-^)^i 

und 80 wird 



j f(x)dx = \^g^{x)dx + (-^-j (^^2)^^^. 

+ 1 



f. 



^2 — l)(^2)(n2^2 _ 22) ... \n'H^ — (w — 2)2] öf^, 
— 1 

wo das letzte Integral einem bestimmten Zahlenwerte gleichkommt. 
Man kann das Integrationsintervall von c bis d noch in m Teile 
von a^_i bis a^(ft = 1, 2, ... m) teilen, wo unter a^ = c, unter 
Um = d verstanden sein soll, in dem einzelnen Teilintervalle nach 
Einschaltung äquidistanter Stellen das Teilintegral 



V 



I a^) d X 

«u— 1 
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in der früheren Art behandeln und hierauf fragen, wie diese 
m -Teilung zu vollziehen sei, damit die Summe der Fehlerquadrate 
ein Minimum werde. 

Wenn der fite Flächenstreifen über a^—i bis a^ durch das 
Rechteck ersetzt wird, dessen Höhe gleich /*(a^_i) ist, und das 
für jeden unserer Werte (i gilt, so soll (s. S. 171) 

ein Minimum werden, wobei rjfi eine in dem fiten Teilintervalle 
befindliche mittlere Stelle bedeutet Bleibt nun in dem Integra- 
tionsintervalle (c, d) f^ {x) ^ G, so wird die frühere Summe 

und man kann jetzt fragen, für welche Werte a^ die Summe am 
kleinsten wird^). Die entsprechende Teilung nennen wir eine 
beste. 

Nennt man die Breite des fiten Streifens dy,^ so soll 

ein Minimum werden, daher also auch 

da— d«^i = 
und 

da + 1 = d|u (f* = 1, 2, . . . m — 1) 

sein, indem die partiellen Ableitungen nach den a^ verschwinden 
müssen. Man hat somit 

d — c 

flu flu — 1 ) 

d. h. man wird das Intervall am besten in m gleiche Teile 
teilen. 

Dieser Satz gilt auch, wenn man den einzelnen Teilstreifen 
nicht so wie hier durch ein Rechteck ersetzt, sondern in einer 
der uns bekannten anderen Arten nach der Trapez- oder Simp- 
son- oder Cotesschen Formel behandelt. 

In dem ersten hier ausgeführten Falle wird: 



*) Bi ermann, Monatshefte für Mathematik und Physik, Jahrg. XIV 

Biermann, Mathamatische Näherungsmethoden. |2 
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doch den Rest kann man nach Einführung des arithmetischen 

Mittels 

in die Form bringen 

d. h. er wird tw-mal kleiner als früher. 

Entsprechend der Trapezformel wird man nach der Teilung 
des ganzen Intervalles in m gleiche Teile ebenso erhalten: 



I 



." = 1 



m 







2m 



H + ^<^ + ^) + 



12 w« ^'^ ^^' 

und der Fehler wird m^-mal kleiner als bei der nur einmal an- 
gewandten TrapezformeL 

Und endlich erhält man entsprechend der Simpsonschen Formel 
bei einer Teilung des ursprünglichen Intervalles in 2 m gleiche Teile 

und so könnte man fortfahren. 
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§ 41. Eigenschaften der Simpsonsehen Formel i). 

Wir betrachten noch einmal die näherungsweise Flächen- 
berechnung nach der Trapez- und nach der Simpsonschen Formel. 

Legen wir in den Abständen c, -^ — und d Parallele zur 

Ordinatenachse, schneiden so aus der Fläche zwischen der Kurve 
y = f(x) und der Abszissenachse einen „Doppelstreifen" von der 
Breite 2ä = d — c mit der Anfangs-, Mittel- und Endordinate 
^0) Vij y^ ^uSf ^0 wird das Integral 

d 

f{x)dx = F 






nach der Trapezformel näherungsweise durch 

2 (yo + 2yi 4-2/2)» 

aber nach der Simpsonschen Formel durch 

3 (j/o + 42/i + y^) 

gegeben. 

Indem man den ersten Ausdruck in der Form schreibt 



^(2Äy, + 2Ä?4li^'), 



SO nimmt man wahr, daß er das arithmetische Mittel aus einem 
Parallelogramme M von der Breite 2 h und von der Mittellinie 
yi als Höhe und einem Trapeze m^ mit den parallelen Seiten y^ 
und ya und der Breite 2h ist. 

Indem man aber den zweiten Ausdruck in der Gestalt schreibt 

80 sieht man, daß der in der Simpsonschen Formel gegebene 
Ausdruck ein Dritteil der Summe aus dem Parallelogramme M 
von der Breite 2ä und der Mittellinie y-i als Höhe und der 



*) Vgl. Serret -Harnack- Bohlmann, Lehrbuch der Differential- 
und Integralrechnung, IL Bd, S. 196, 1899. 

12* 
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zweifachen Summe zweier Trapeze von den Breiten h und den 
parallelen Seiten yo und y^ bzw. y^ und 1/2 is^* Die Summe beider 
Trapeze heiße mg. 

Doch wenn man M auch als die Größe eines Trapezes von 
der Breite 2 h und der Tangente an die Kurve y = f(x) im 
Endpunkte von yi als Seite ansieht, so erscheint die näherungs- 
weise angegebene Fläche als ein Teil der Summe eines Trapezes 
Jkf, das größer oder kleiner ist als die zu bestimmende Fläche 
und einer mit einer gewissen Wertigkeitszahl — einem gewissen 
Gewichte — eingeführten Fläche m gleich wii oder 1^3, die kleiner 
oder größer ist als die zu suchende Fläche. 

Wenn man hierauf das Intervall von c bis d nicht in 2, 
sondern in 2 m gleiche Teile teilt und die Ordinaten in den 
2 m -|- 1 Punkten 

^ c 

^'^^ 2m ^^ ^ ^' ^' ^' •'• ^^^ 

Df^it 2/0» 2/n ••• 2/2 m bezeichnet, — = h nennt, so wird, wenn 

man die früheren Darstellungen auf jeden Teil anwendet, nach 
der Trapezformel die Fläche näherungsweise durch 

1 yäm-a -|- yäm \"| 

und nach der Simpsonschen Formel durch 

- 1^2 Ä (yi 4- ^3 -I hy4m-i) + 

+ 2h (yo + y' + y'+y» ^ ^ y2m-t + y.m \j 

ausgedrückt. 

Diese Wahrnehmung führt uns zu der Frage, wie man das 
Verhältnis der Differenz der den Doppelstreifen F übertreffenden 
oder bzw. nicht erreichenden Größe M und dieser selbst und der 
Differenz von F und einer Fläche m, deren Größe kleiner bzw. 
größer als F ist, wählen müsse: 

M—F , , 

F — m ^ "^ 

damit hier die Trapez- oder Simpsonsche Formel für F hervorgehe. 



§ 41. Eigenschaften der Simpsonschen Formel. 181 

Wenn man dieses Verhältnis Stelle für Stelle anzugeben ver- 
möchte, 80 könnte man auch eine Darstellung einer aus Doppel- 
streifen zusammengesetzten Fläche F angeben, doch wollen wir 
hier nur zeigen, daß das Verhältnis ^{x) im Falle der Trapez- 
und Simpsonschen Formel konstant gleich eins oder zwei wird. 

Das erste folgt aus der Beschaffenheit von M und w^i, indem 
wir h nach null übergehen lassen. Zum Beweise, daß das Ver- 
hältnis der Fehler M — F und F -^ m2 gleich zwei sei, ver- 
größern wir die Fläche 



X 



F{x) = [f{x)dx, 



indem wir x um 2Ä wachsen lassen, und bestimmen die ent- 
sprechenden Größen F, Jf, m^. 

Weil nun F' {x) = f(x) gilt, so ergeben sich die folgenden 
Darstellungen : 

F = F(x-\-2h)-F(x) = 2hax) + ^f'{x)-{-^f"ii); 



2! ' "• ' ' 3! 



M=2hf{x + Ä) = 2h(f(x) + A /•'(^) + !L f"Q^)y 
»»2 = ^ [m + 2 /(^ + Ä) + f(x + 2 Ä)] = 

=1 {^m + ^ r(^)'^ + Ä«[r(i') + ^nni)^ 

wo I, li, I', I" Mittelwerte zwischen x und x -]- 2 h bedeuten. 

Wenn man aus diesen Werten das frühere Verhältnis bildet, 
so entsteht 



^(^) = 



r (Sa) - J r (5) 



ir{^)-lr(n-r(n 



3 / v«/ 2 

Doch wenn man nun h nach null, d. h. die Mittelwerte nach x 
konvergieren läßt, so entsteht 

I-' = 4_l' = 8-3-6 = ^' 
3 2 6 

was zu beweisen war. 

Die durch diese Betrachtung sehr bedeutungsvolle Simp- 
sonsche Formel läßt noch eine wichtige geometrische Deutung zu. 
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Legt man durch je drei Punkte einer Kurve y = f{x\ deren 
Abszissen 

seien, eiae Parabel, deren Hauptdurchmesser parallel der y Achse 
ist, so wird der Doppelstreifen von der Breite 2h zwischen der 
Parabel und der Abszissenachse genau gleich 

TL 

3 (yi + 4^2 4-2/3). 

In der Tat die Gleichung der Parabel von der genannten 
Lage heißt 

2p(y — b) = (x — ay, 

wo die Konstanten a, 6, p entsprechend den Bedingungen zu be- 
stimmen sind, daß die Parabel durch die drei Punkte 

(^1, 2/1), (^2^ 2/2), (^3, Vs) 
hindurchgeht. Der Flächeninhalt des Doppelstreifens wird, wie 

die Figur zeigt, 

Fig. 25. 

y 




2Ä6 + 3 [(^3 - a)(y, - b) - (x, - d)(y, - b)] = 

= ^^^ + Ij3 K^« - ^)' - (^^ - ^)'^ = 

= 2 Äft + ^ ^ [(^1 - a)« + 4 (^, - ay + (^3 
h 



- «)^] = 



2Ä6 4- 3 [(2/1 - 6) 4- 4(y. - 6) 4- (Vs - &)] = 

■L 
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Danach wird man den Kurvenbogen über der Strecke von c 

bis d durch den Bogen einer solchen Parabel ersetzen, deren 

Hauptdurchmesser auf der Strecke cd (und der Abszissenachse) 

senkrecht steht, und die durch die Endpunkte des gegebenen 

Kurvenbogens sowie auch durch den Kurvenpunkt hindurchgeht, 

c A- d 
dem die Abszisse —^ — zugehört, und nun die zwischen ihm und 

der Abszissenachse befindliche Fläche zur näherungsweisen Quadratur 
angeben. 

Ebenso wird man entsprechend einer m -Teilung des Inter- 
valles cd den einzelnen Streifen in der genannten Weise durch 
einen anderen ersetzen und diese vereinigen. 

§ 42. Näherungsweise Kubatur i). 

Die bezüglich einer näherungsweisen Quadratur vollzogenen 
Betrachtungen sollen auch im Falle einer Kubatur ausgeführt 
werden, soweit sie analog sind denen über die Simpsonsche Formel. 

Soll man das Doppelintegral 

f{x,y)dxdy 

a h 

dadurch näherungsweise berechnen, daß man f{x^y) durch die 
ganze rationale Funktion g {x^ y) ersetzt, die an den sechs Stellen 



a p 






die Werte 



(<^ß) 



^001 ^101 ^201 

^01» Viu 

annimmt, welche Werte mit denen von f{x^ y) an den genannten 
Stellen übereinkommen, so beachte man Folgendes: Die Funktion 
g(x^ y) nimmt an den Stellen 



^) Biermann, 1. c. (s. S. 177). 
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Werte an i^ai, i2i2) ^?22? die mit den früheren sechs Werten durch 
die folgenden Gleichungen zusammenhängen: 

(i?oo — 2i?oi + W — 2(i?io — 2i?n + ^12) + 
+ (^20 — 2 1?21 + 1?22) = 0, 

(^;oo — 2i?io + W(* + 3/3) — 4(i?oi — 2i?u + WC^ + /3) + 

+ ('?02 — 2i?i2 + ^22)(36 + /3) = 0, 

(1^00 — 2 i?oi + i?02) (a + 3 «) — 4 (i?io — 2 i^u + i?i2)(a + «) + 

+ (^20 — 2i?2i + ^22)(3a + «) = 0, 

denn das sind die Relationen, die in unserem Falle nur ausdrücken, 
daß in der erweiterten Lagrangeschen Interpolationsformel für 
g (iT, y) Glieder von höherer als der zweiten Dimension nicht vor- 
kommen (s. S. 146). 

Nach der Aufnahme der zuletzt eingeführten drei Größen 
ri wird (vgl. S. 141) 

- *'2o' (^ - hy ^ ''•^ {ß - b\ J ~. 



— 4 



{x — a){x — a) r {y—b){2y — ß — b) 



[„ 



(a — aY L ' (<i — *)" 

(y-^)(y-6) (2y-6-^)0/-^) l 

— *'?" (^ -. by ^ ''^^ (/3 — by J "^ 

I {2x — a — u){x — a) \ [y — ß)(2y — ß — b) 
-r- (« _ a)s L^'"' (ß — 6)« 

(y-^)(y-^,) (2y-6-<3)(y-m 

— *'?" (/j — by •" ''*=' (/3 — by ]■ 



Weil die Integrale 



(2 M — c — d)(u — d)du = - (d — cy, 



l- e 

c 
d 



— 4 \(u — d)(u — c)du z= - (d — c)3, 



c 
d 

{2u — c — d)(u — c)du = - (d — c)'^ 



d 

1 



6 
sind, so wird nach Einführung der Zeichen 
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a — a=2A, ß — b = 2k 



näherungsweise 

f{x, y)dxdy = 

a h 



a p 



+ J {V02 + 4: 1?i2 + ^22) j = 

/k k 

[ß (^00 + 41^01 + 1^02) + 4 -^ (i?io + 41^11 + 1^12) -f 



3 

k 



+ -3 ('?2ü + 4: ^21 + ^22) j • 



Dieser Ausdruck für das Volumen V von dem rechteckigen 
Bereiche der (x^ y) Ebene bis zu der Fläche mit der Gleichung 
— f(x^ y) = kann zufolge der Beziehungen zwischen den 
1] Werten natürlich auch in solcher Gestalt geschrieben werden, 
daß nur sechs der Werte i^^v in dem Ausdrucke enthalten sind. 

Bezeichnet man die nach der Simpsonschen Regel berech- 
neten Inhalte der Flächen zwischen der (^, y) Ebene und der 
Fläche z — f(x^ y) = 0, die auch zwischen den Ebenen x = a 

und X = a liegen , aber durch die Ebenen y = b^ y = "^ ^ 

und y = ß ausgeschnitten werden, mit Fi, Fg ^^^ ^31 so wird 
das Volumen 

F = I (Fl 4- 4 i^, + F.). 

Wenn man danach für das näherungsweise zu bestimmende 
Volumen als eine obere und untere Grenze einführt: 

M^UF., »=1(^45 + 5^:5) 
oder umgekehrt, so wird 

^- 3 

Eine gleiche Form ist dieser Regel auch zu geben, wenn 
man die durch die Ebenen ^r = a, ^ = — -^ — , a; = a auszu- 
schneidenden Flächenteile zwischen den Ebenen y ^=b und y ^= ß 
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einführt. Denn heißen diese <&i, <&2, 0si dann wird auch 

Eine passende Anwendung dieser der Simpsonschen Formel 
nachgebildeten Näherungsformel wird man machen, indem man 
mit Hilfe einer Karte, auf der Isohypsen verzeichnet sind, äquidi- 
stante Querschnitte eines Gebirgsstockes oder einer Terrainwelle 
bestimmt, die Größe dieser Querschnitte näherungsweise ermittelt 
und dann das Volumen näherungsweise berechnet. 

Doch bei der näherungsweisen Kubatur von f(x^ y) mit Hilfe 
der Näherungsfunktion g{x^ y) ist noch das Restglied hinzuzu- 
fügen: 

a ß 

|j iUx - a)(x - ^^)(a; - «)/•««(!, v)dxdy + 

a b 

a fi 

+ |j I j(^ - a){x - ^^)(y - 6) A%(l, n) dxdy + 

a h 

a ft 

+ |j \\(^ -a)(y- h)(y - ^L^y-,(|, n)dxdy + 

a b 

a S 

+ T\ \]^ - ^){y-^-^Yy - ^)A"v»(l, ri)dxdy, 

a b 

das hier näher zu bestimmen nach den Erwägungen über das 
Restglied in der Simpsonschen Formel nicht nötig ist 

Man kann die frühere Formel aber auch mit einem anderen 
geometrischen Gebilde in Verbindung setzen, sowie die Simpsonsche 
Formel mit der Bestimmung einer durch einen Parabelbogen be- 
grenzten Fläche verbunden wurde. 

Wenn man nämlich die Kubatur 

aß aß 

V= j [zdxdy = \ \(Ax^ + By^)dxdy 

ab ab 

ausführt, so entsteht 



3 

{ß-h){a-a) 
6.6 



[12;^(a,/3) + \2z{a,b) + \2{Aaa-\- Bhß)\ 
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WO ^(a, ß) und a(a^ &) die Werte von a = Äx^ -^ By^ an den 
Stellen (a, /3), (a, V) bezeichnen. 

Der letzte Ausdruck für V ist aber auch in folgender Form 
zu schreiben: 



y cc — aß — b 



und man sieht, daß dieser Ausdruck der Form nach erhalten 
bleibt, wenn man die Fläche mit der Gleichung z = Ax^ -\- Bx^ 
einer Parallelyerschiebung unterwirft und statt der hier ge- 
brauchten z Werte die entsprechenden Abmessungen für die Ent- 
fernungen derselben Flächenpunkte von der festen (x^ y) Ebene 
einführt. 

Wenn man danach durch sechs der neun Punkte 

(a ^ + ^ . \ {±±^ ^ + ^ , \ (^ ^ + ß ^ \ 

(a, ft ^02), (2^' ^' ^'7' ^"' ''' ^^^^' 

wo die Bezeichnung der z an den den vorangehenden x und 
y Werten entsprechenden .s? Werten keiner Erklärung bedarf, ein 
Paraboloid legt — es kann eDiptisch oder hyperbolisch aus- 
fallen — , dessen Achse der z Achse parallel ist, so ist das 
Volumen von dem rechteckigen Bereiche der (x^ y) Ebene mit den 

Ecken 

(a, J), («, 6), (a, /3), (a, ß) 

bis zu dem Paraboloide durch den Ausdruck gegeben 

~ 6.6 ~ K^^® + ^^10 + ^20) + 4(^01 + 4^11 + ^n) + 

+ (^09 + 4^12 + ^22)1 
und dieser Ausdruck stimmt mit dem früheren überein. 
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§ 43. Besondere Wahl der ganzen rationalen Näherungs- 
funktion zum Behufe der besten Quadratur. 

Zur näherungsweisen Quadratur von f{x)^ ausgedehnt über 
ein Intervall von c bis d, soll noch das folgende Problem be- 
handelt werden 1). 

Es sind Stellen ai, a^^ ... a^ in dem Intervalle von c bis d, 
an denen eine ganze rationale Funktion g{pc) samt ihrer ersten 
Ableitung g' {x) mit f{x) bzw. f {x) übereinstimmen soll, derart 
zu finden, daß der Fehler bei der näherungsweisen Quadratur, 
der nun durch 

d 

^^_W TT i^_a,ydx 
(2 m)! J Aj-^^ '^ 

c ' 

auszudrücken ist, ein Minimum werde. 
Setzt man 

x — c = (d — c) f, a^ — c == (d — c) tfji^ (|Lt = 1, 2, ... m), 

so kann man auch sagen, es solle 

1 



.a = »tt 



ein Minimum werden, denn t durchläuft die Werte von bis 1, 
indem sich x von c bis d verändert. 

Aus der Gestalt des Restgliedes ist unmittelbar zu ersehen, 
daß dieses verschwindet, wenn f{x) eine ganze rationale Funktion 
von niedrigerem Grade als dem Grade 2 m ist, indem f^^'^^iji) 
dann null ist; im Falle aber f{x) eine ganze rationale Funktion 
vom 2mten Grade ist, so wird f^^^^{ri) eine Konstante und das 
Restglied wird dadurch einen kleinsten Wert erlangen, daß man 
in dem Integrale die Werte ^i, ^21 ••• ^m oder früher die Stellen 
dl, a2, . . . dm passend wählt. 

Wenn diese Stellen derart gewählt sind, so heiße die 
Quadratur mit Hilfe der entsprechenden Näherungsfunktion 
g{x) eine beste. 



^) Biermann, Monatshefte für Mathematik und Physik, Jahrg. XIV 
(1. c, 8. S. 177). 
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In jedem anderen Falle aber wird darum, weil rj eine zwi- 
schen den Stellen a^ und x gelegene mittlere Stelle des Inte- 
grationsintervalles ist, der Fehler sowohl durch den Wert von 
fiim)(Yj^ als auch durch den Wert des Integrales von den Werten 
Ufi abhängig sein i). Darum aber werden wir uns mit diesem Falle 
nicht weiter beschäftigen, sondern nehmen es mit dem zweiten 
Falle, dem der besten Quadratur zu tun. 

Führt man für die Summe der Kombinationen fiter Klasse 
ohne Wiederholungen aus den Größen ^u das Zeichen T^ ein, 
setzt also 

Ti = ti -(- ^2 + ••• + ^m, 



SO wird das Produkt unter dem Integrale, d. i. das Quadrat von 

darum weil U(t) gleich dem Produkte der Linearfaktoren t — tfi 
ist, in der Form zu schreiben sein: 

+ (_ l)2m-l ^(2 J^ J^__^) + Tl, 

und man kann das bestimmte Integral auswerten; es hat den Wert 
2m4-l 2m "^ 2m— 1 2m — 2 ""^ 

() rp rp rpi 

J^ (_ l)2m-l ^^fnlm^l _^ ^, 

Damit dieser Ausdruck bei passender Wahl von fi, fj, ... tm 
einen extremen Wert erhält, müssen seine ersten Ableitungen 
nach den tu verschwinden; die nach f^ ist aber bis auf den 
Faktor 2: 



dtu 



I ^1 ^2 I I / 1 \m -1 ±üt LI 

12 m — 1 2 m — 2 ' ' ^ ^ m 2 m\ 



_ ^ r ?J ?2 ^ I /_iyn-i 

ö^uL2m — 2 2m — 3^ ^^ ^ 



T, 



m 



m — 1 



2 m 



u+ 



*) Mit Benze. 



190 



Anwendung der Interpolationsrechnung usw. 






T, 



2m — 4 



H hC-i)"-^ 



■m 



m 



1—1 

2 m — 2 J 



■^ dta Im m— l^ r\^) i 

m + ij ^ '^ ' 



wo 



\-n\ die größte in -^ enthaltene ganze Zahl bezeichnet. 



Bildet man so die m ersten Ableitungen nach ^i, t^^ ... t^ 
und setzt sie alle nuU, so erhält man m in den letztvorkommenden 
Klammergrößen homogene und lineare Gleichungen. 

Die Determinante dieser Gleichungen lautet abgesehen vom 
Zeichen : 



8f,' 


— — — . . « 

8«,' 


dh 


dT, 


öTa 


dT^ 


'dh' 


8^a' 


dt. 




8T, 


gTj 


dT„ 



dt' dt 



m 



dt 



m 



und es soll gezeigt werden, daß sie von null verschieden ist und 
somit die m Größen Tu durch Auflösung der linearen Gleichungen 



Tr 



2m — 1 



2m 



2m — 2 
2m — 3 



T 1 

^ ^ m 



2 m' 



H h (— 1)"*-^ 



■m 



m — 1 



2m — 1' 



m 



m 



^2 ^ I /_l\m-l Zk _ ^ 

_ 1 -r -r V V 1—^+1 



zu bestimmen sein werden, womit sich dann die Gleichung 
J7(^) = angeben läßt und die Vorschrift zur Ermittelung der 
verlangten Größen Ou zu Ende geführt sein wird. 
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Die genannte Determinante wird nun nur null, wenn zwei 
der Größen t/, einander gleich werden, was damit ausgeschlossen 
wurde, daß man m Stellen a^ in das Intervall von c bis d ein- 
zuschalten aufgab. 

In der Tat es ist 



8Ti 
dTg 



= 1, 



-^1 ^.u> 



s 



8 7; 



m 



8^u 



= T^., - t,T^^, H h (-l^-'C"'' 



und wenn man nach Substitution dieser Ausdrücke in die Deter- 
minante die Elemente der ersten Zeile von den entsprechenden 
aller anderen abzieht, wobei der Wert der Determinante bekannt- 
lich nicht verändert wird, so erhält man: 



0, t,—t,, (t^ - t^) ^ T,(t, - t,). 



dT, 



m 



0, <, — <„_„ (tU.r — t^) + Ti(<„_x — <i)> 

0, *i fmi \}m ^i) -p -^1 V»» ^1/' 



8«, 



. . I fn — 1 
• • Im 



WO 



+ (-i)»-i ü (t;-' - «r") + - + ^»— (<- - ti) 

(|Lt = 2, 3, . . . m) 
ist. 

Nun aber ist auf Grund weiterer bekannter Sätze zu sehen, 
daß die Unterdeterminante des ersten Elementes der ersten Zeile 
nichts anderes ist als das Produkt aller Differenzen tu — tu', und 
deshalb ist die Determinante nicht null. 

Eine direkte Behandlung der linearen Gleichungen in den 
Größen T^t führte Umständlichkeiten und Schwierigkeiten mit 
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sich; man gehe daxum von der Bemerkung aus, daß die linearen 
Gleichungen keine anderen sind als die folgenden 

11 1 





daß aber danach auch das Integral 



1 



1 
U{t)v(t)dt 



jedesmal null ist, wenn v (t) irgend eine ganze rationale Funktion 
von niedrigerem Grade als dem mten bedeutet. 

Dann wird — wie nebenbei bemerkt sei — das Integral über 
eine ganze rationale Funktion g(x)^ die «^ an den hier vorkom- 
menden Stellen a^ die Werte /"(«u) besitzt, und deren erste Ab- 
leitung g'{x) ebendort die Werte f{a^ hat, dann wenn 

9> (^) = n (^ — «.«) 

.u = l 

bedeutet, durch den Ausdruck gegeben: 






denn die an früherer Stelle (s. S. 102) gemachte Angabe zeigt, 
daß g(p^ nur noch Glieder der Gestalt enthält: 

^ y ^ (X) 

^ 9'' K) (^ — %) ' 
wo Cy, eine Konstante ist; doch das Integral darüber wird null, 
wenn die Stellen «u mit den früher definierten Werten ^u in der 
folgenden Weise zusammenhängen: 

«^ — c = (d — c) ^^. 
Danach werden die Stellen a^ auch diejenigen, für die die 
Formel 

bei jeder ganzen rationalen Funktion f{x^ von niedrigerem Grade 
als dem 2 mten völlig genau ist^). 

') Siehe Gauss, Ges. Werke, Bd. III (1. c). 
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Jetzt soll es sich darum handeln, die Funktion U(t) wirklich 
herzustellen. Man führe zu diesem Zwecke die Hilfsfunktion ein: 

m = ^ m + ^J^ U'iO) + - + ^ J7.«)(0). 
Man sieht, daß 

i^ (0) = 0, i^' (0) = 0, ... ä(»«-i) (o) = o 

ist, also die ganze rationale Funktion Sl (t) die w-f ache NuUstelte 
t = besitzt und daß 

ß(".)(0 = U(0) + ü'{0) i + U"(0) H + ... 

im 

ist 1). 

Daher kann man auch schreiben, es sei 

1 



{si(»'^(t)v(t)dt = 





und zwar für jede ganze rationale Funktion v(t) von kleinerem 
Grade als m. 

Die Anwendung der partiellen Integration ergibt nun aber: 

1 1 

[ i^(«») (t) v{t)dt = Ä(«»-^) (1) v (1) — f ii(«»-i) (t) v' (t)dt = 



1 
= ß(m-i)(i) v(l) — i^(«»-2)(l)t;'(I) + {si(»'-^^{t)v"(t)dt = 



= i^(»»'-l)(l)t;(l) — si(^-^)(i)v'(i) H — 

4. (_ l)m-l ^ (1) y (m-1) (1) ^ 0, 



was auch v (t) für eine ganze rationale Funktion vom m — 1 sten 
Grade sein mag. Wegen der Willkürlichkeit der m Konstanten 
in v(t) erheischt die letzte Relation die m Aussagen 

ß(m-l)(l) = ß(»«-2)(l) = ... = ß'(l) = ß(l) = 0, 

d. h. Sl (t) besitzt auch die m-fache Nullstelle ^ = 1, und die ganze 
rationale Funktion 2mten Grades Sl(t) kann nur die Form haben: 

^) Markoff, Differenzenrechnung, S. 65. 

Bi ermann, Mathematische Näherungsmethoden. 23 
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Sl(t) = üt'*'(t — 1)«*, 

wobei C eine noch unbestimmte Konstante ist. 

Doch U(t) ist die wte Ableitung von Sl(t) und besitzt das 
Glied höchsten Grades 1 . P^, 

Man hat somit 

und danach 

ml 



C = 



2m! 



In den Fällen to = 1, m = 2, m = 3 findet man, daß die 
Gleichung U{t) = heißt: 

t-l =0, 
t'-t-^l =0, 

Jetzt ist femer noch zu zeigen, daß die Gleichung U{t) = 
zwischen und 1 m reelle Wurzeln hat 

Ist tfi eine solche reelle Wurzel, so wird U{t) beim Durchgange 
von t durch tfi sein Zeichen wechseln, doch das Produkt 

{t - 1,) U(t) 

wird hierbei sein Zeichen nicht wechseln. 

Hätte nun U{t) nur l <i m reelle zwischen null und eins 
liegende Nullstellen — ^i, ^21 ••• h — so würde das Produkt 

(t — t,){t — t^) ... (t — ti)U(t) 

sein Zeichen nicht wechseln, wenn t von bis 1 übergeht, und 

es würde das Integral 

1 

(t _ t,)(t — ^2) ... {t — ti) ü{t)dt 

nicht verschwinden können. 

Nach dem früheren Satze über das Verschwinden des In- 
tegrales 



1 

1 



1 



U{t)v(f)dt 
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sieht man somit, daß man l = m setzen müsse, wenn man ein 
nicht verschwindendes Integral der früheren Form zustande bringen 
will. Die Gleichung ü{t) = hat somit wirklich innerhalb des 
Integrationsintervalles so viele reelle Wurzeln als ihr Grad an- 
zeigt 1). 

Nun läßt sich auch leicht berechnen, daß 

j, fm\ (2 m — (i)(2m — /i — 1) . . . (w — |^ + 1) 



. _ /m\ 

** ~ Vm/ 2m{2m — 1) ... (m + 1) 

wird, und darauf läßt sich der Fehler bestimmen: 

~ (2m)! ^ ^ 2w+l\(2w)iy' 

der, wie hier nur mitgeteilt werde, kein größter ist. 
Insbesondere wird für w = 1, 2, 3 der Faktor von 

/'(2 m) (yj\ 

(2 m)! ^"^ ""^ 
der Reihe nach 

1 1 1 



12' 180' 2800 

In dem besonderen Falle w = 1 erhält man die schon früher 
(s. S. 172) angegebene Formel 

\md. = (d-c)f (^) + (^ f'in). 

c 

Doch kann man jetzt hinzufügen: wenn man ein zwischen 
den Geraden x = c und a: = d in stetigem Verlaufe sich 
erstreckendes Stück der Kurve y = f(x)^ welches keine zur 
y Achse parallele Tangente besitze, durch das zwischen denselben 
Geraden liegende Stück der die Kurve im Punkte 

berührenden Geraden ersetzt (siehe Fig. 26 a. f. S.), so 
wird der Fehler, in dem Falle als f(x) nur vom zweiten 

Grade oder f'{x) in dem Intervalle (c, d) konstant ist, 

kleiner, als wenn man das Kurvenstück durch eine in 

^) Der Holle sehe Satz zeigte hier angewandt dasselbe Ergebnis. 

13* 
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einem anderen Punkte [Oj, fia^)] berührende Tangente 
zwischen den Geraden x = c und x ^= d ersetzt. 

In dem letzteren Falle wird der Fehler, den man ja nach 
früheren Erörterungen durch ein Integral anzugeben versteht, 
schließlich 

'^-^ f" (1) + ^ f" (1) [('' -c)'-i («■ - «) (ä - »■)). 

Man sieht auch hier, daß der Fehler unter den genannten 
Voraussetzungen am kleinsten wird, wenn a, in den Halbierungs- 
punkt der Strecke von c bis d fällt'). 

Man könnte nun auch eine entsprechende Betrachtung be- 
treffs der Kubatur machen, wenn man nur zuerst die Näherunga- 
_. funktion g(x, y) herstellte, die an 

einer Reihe von Stellen samt ihren 
ersten partiellen Ableitungen mit 
f(x, y) und dessen partiellen Ab- 
leitungen übereinstimmt. Das soll 
hier nicht ausgeführt werden , es 
genüge der unserem letzten Satze 
analoge Satz: 

Will man den zwischen einem 

Rechtecke der {x, y) Ebene und der 

Fläche z — f{x, ») ^ befindlichen 

' Block näherungsweise durch den bis 

zur Tangentenebene in einem der 

Begrenzung des Blockes angehörenden Flächenpunkte ersetzen, 

so macht man dann den geringsten Fehler, wenn man den dem 

Mittelpunkte des Rechteckes zugehörenden Flächenpunkt zum 

Berührungspunkte der Tangentenebene macht, vorausgesetzt, daß 

die Fläche von der zweiten Ordnung ist oder die zweiten partiellen 

Ableitungen von /'(x, y) in dem Rechtecke konstant sind. 

§ 44. Nähemngsireise Rektifikation und Komplanation. 

Durch die Integrale 



\f^'^-\i^+m+($S' 



') Dia Figur eatapricbt nicht unserer Voraus aetzang, laut aber Neues 
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beziehungsweise 

werden bekanntlich die Größe eines Bogens einer ebenen oder einer 
Kaumkurre bezüglich die Größe einer Räche ausgedrückt, und 
indem man sie als Integrale zur Bestimmung einer ebenen Fläche 
oder eines Volumens auffaßt: 



X 



I Ydx^ xZdxdy^ 



SO erkennt man die Zurückführung der Aufgabe, Kurven näherungs- 
weise zu rektifizieren und Flächen zu komplanieren, auf die 

schon gelösten Aufgaben. Es ist nur T(x) = yi -\- y'^ oder 

T(x) = y 1 -(- y'*^ -|- js'^ als die Ordinate einer ebenen Kurve, und 

als dritte Koordinate eines zum Punkte (a?, y) zugehörenden Punktes 
im Räume zu deuten. 

Diese Aufgabe, wie auch die Anwendung der trigonometri- 
schen Interpolationsfunktion zur näherungsweisen Volums- und 
Flächenbestimmung soll hier nicht behandelt werden. 

§ 45. Eine näheningsweise Lösimgsmethode von gewöhn- 
lichen Dlfferentialgleiehungen 1). 

Das bestimmte Integral 



X 



y = \ f{^)d^ 



«0 

ist bekanntlich als Grenzwert einer Summe 

*=»» — 1 

2 f{Xy) (;rv + 1 — Xy) 

■ Vz=:0 

anzusehen, wo unter Xn die obere Grenze des Integrales ver- 
standen sein soll. Doch hiermit ist nur ausgesprochen, daß die 
der Differentialgleichung 

Runge, Math. Ann., Bd. 46, 1895. 
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genügende Funktion y(x), die für x = Xq verschwindet, eine 
Fläche bedeutet, die als Summe von Rechtecken mit den Breiten 

Xv^i — Xr und den Höhen f{Xv) (v = 0, 1, 2, ... n — 1) zu be- 
trachten ist. Man erhält somit die für x = Xq verschwindende 
Lösung der Differentialgleichung, indem man während des Wachs- 
tumes der Variablen x von Xq his Xi = Xq -\- ^x y den Wert 
gibt; in x^ entsprechend der Differentialgleichung y die Änderung 
^y = f(xo)^x erteilt, hierauf x von x^ bis x^ = Xi -\- ^dx 
wachsen läßt, aber y konstant erhält und y erst in x^ die neue 
Änderung ^y = f{X'^dx erteilt usw. Die so hervorgehende 
Kurve ist eine gebrochene Linie, die um so genauer die Lösung 
der Differentialgleichung liefert, je kleiner dx ist. 
Der Fehler, den man begeht, indem man 

y = ^^ [/'(^o) + /(^) + - + /'(^«-i)] 

setzt, ist, wie wir wissen, proportional i (x - x,)*. 
Wenn man aber die Summe der Trapeze 

'^^^/£HL£l±i\ (^,^, _ ^,) = M, 

von deren Seiten je eine Tangente der Kurve y = f(x) ist, oder 
wenn man die Summe der Sehnenvierecke 

als Näherungswert für die Fläche setzt, so werden die Fehler 

proportional ^^ ^-^ (s. S. 181 u. S. 178); und so kann man in 

der Annäherung weitergehen. 

In entsprechender Weise kann man aber auch Vorschriften 
zur Integration von Differentialgleichungen 

geben, wo f(x^ y) eine in der Umgebung der Stelle (Xq^ yo) nach 
der Taylorschen Reihe entwickelbare Funktion 
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fix, y) = /(.o, y.) + ij [(!£)/. - X.) + (|/)^(y _ yo)] + 

+ li [(S)o(^ - ^•)' + KälT^).(" - "»^^^ - ^'^ + 

sei. 

Will man die der Differentialgleichung genügende Funktion, 
die für x =^ Xq den Wert y^ annimmt, entsprechend dem ersten 
der früheren Verfahren näherungsweise herstellen, so gebe man 
y für aj Werte von x^ bis a?i = n:© + ^x den Wert y^ und er- 
teile y in a?i die Änderung ^y = f(oco^ yo)^x^ so daß y den 
Wert erreicht 

hierauf lasse man x von Xi bis X2 = x^ -{- ^ x zunehmen und 
ordne dieser Änderung in x^ die von yi um f(Xi^ yi)^x zu, so 
daß y den Wert erreicht 

usw. 

So erhält man wieder einen gebrochenen Linienzug, der den 
Verlauf der der Differentialgleichung genügenden Funktion y, die 
für X = Xq den Wert yo hat, um so genauer darstellt, je kleiner 
^x ist; man sagt, der die durch die Stelle (Xq^ y^ gehende Inte- 
gralkurve näherungsweise darstellt. 

Der Fehler der Annäherung wird aber verringert, wenn man 
entsprechend der Annäherung einer Fläche an ihren richtigen 
Wert durch „Tangententrapeze" und „Sehnentrapeze" mit Hilfe 
von ^"0, t/o ^iiid 

bildet: 

usw. beziehungsweise 

^» = 2 [/"(^o, yo) 4- /*(^ii 2/1)]^^ = 
= ö [/"(^o, »0) + /*C^o + ^x, yo + /"(^o, yo)^oc)]Jx 



usw. 
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In der Tat zufolge der Differentialgleichung wird bei Ver- 
änderung der Variablen x von Xq ab um ^x der Wert des Zu- 
wachses von y 

wo 

f _df . _df . _d^ . _ c^f . _d^f 

^' — dx' '' ~ dy' ''' ~ dx^' ''^ ~ dx dy' ''' ~ 8^ 
bedeutet. 

Hingegen bei den Näherungsverfahren ist das erstemal 

^y = f(xo, yoX^x, 
das zweite- und drittemal, wo die Zuwächse von x^ und t/o -75—? 

ö /^(^o? tfo)^^ bzw. /i/a; und /*(rro, yo)^x heißen, wird aber 

1 r 1 

^y = 2 l^fi^o^ y«) + Ti (^' + /"^A^o.««)'^« + 

+ ^ ifii + 2 A, /• + /22 /^^)(^, .0)-^^' + • • •] ^^- 

So aber sieht man, daß zum Unterschiede von dem ersten 
Näherungsverfahren bei dem zweiten und dritten auch das Glied 
in ^x^ in den Darstellungen für z/y dasselbe ist und man wird 
darum mit Hilfe des zweiten und dritten Näherungsverfahrens 
besser je ein näherungsweise richtiges Wertsystem x^, t/i bilden. 

Als Beispiel behandle man etwa die durch den Punkt 

(1, — — j gehende Integi'alkurve der Differentialgleichung 

dy 2 _i_ ^ 

wo y mit x in der Weise zusammenhängt, daß man rationale 

Operationen und arc tg f o; — ^ j herzustellen hat. 

Die Näherungsverfahren liefern die Beschaffenheit des In- 
tegrales in der Nachbarschaft einer ersten Stelle {xq\ y^)\ doch 



oder 
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bedürfte man wie bei dem Newtonschen Verfahren zur Lösung 
einer algebraischen Gleichung einer besonderen Vorschrift, durch 
die man von einer Stelle (x^, y^) zu einer auf der durch (xq, t/o) 
gehenden Integralkurve befindlichen Stelle (x\ y') gehen kann. 
Hier genüge der Gedanke, wie man durch verschiedene Näherungs- 
verfahren zu Stellen gelangen kann, die wenigstens in der Nähe 
von (o^o, yo) nahezu Stellen der Integralkurve liefern. 

Hier soll uns auch die Frage nicht weiter beschäftigen, ob 
man Näherungsverfahren zur Bestimmung von Punkten der Iii- 
tegralkurve finden kann, die mehr leisten, als die bisherigen. 
Wir sprechen aber noch von den Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, weil diese in vielen Disziplinen, wo die Mathematik 
eine Anwendung findet, eine große Rolle spielen. 

Setzt man in der Differentialgleichung 






(^' ^' Sl) 



du 

— ^ = ;?, so sieht man, daß die Differentialgleichung zweiter Ord- 

(a/ X 

nung auf ein System simultaner Differentialgleichungen der Form 
zurückkommt : 

^ = f{^. y. 4 

dz . . 

j^ = 9{x,y,z\ 

und ein solches wollen wir besprechen. 

Zur näherungsweisen Berechnung einer von der Stelle (x^^ t/o? ^o) 
ausgehenden Integralkurve im Baume setze man, wenn, wie die 
Schreibweise der Differentialgleichungen zeigt, x als unabhängige 
Variable angesehen wird, erstens 

•^1 = ^0 + ^^» 2/i = yo + (O^^s ^1 = ^0 + ig)^^'^ 

wo (/) und {g) die Werte von f und g an der Stelle {x^^ t/oi ^o) 
bedeuten sollen, und zweitens nach der Tangententrapezregel 

X\ ^^=^ Xq — j— ^ x^ 

_ , . /£o_+j^ yo + (f) ^^ zo_±_(g)^\ 
— yo-\-r y 2 ' 2 ' 2 J 

^1 — ^0 + 9 [^ 2 ' 2 ' 2 ) 

und nach der dritten Sehnentrapezvorschrift : 



i/i 
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X^ = Xq -[- ^x, 

^1 = ^0 + 2 \9{x^,yQ,^(i)^x-\-g{x^-\-^x,yQ-\-d^y,ZQ-\-d^z)^x\ 

wo 

z/iy = f\xQ + ^x,yo 4- f{x^,y(i,ZQ)^x,ZQ-\-g{xo,yfi,ZQ)dx\Jx, 

ist und wieder erkennt man, daß die Zuwächse von y^ bzw. z^ in 
dem zweiten und dritten Falle näher mit den wahren überein- 
stimmen als die Näherungswerte im ersten Falle. — 

Eine dem hier behandelten Näherungsverfahren entsprechende 
Methode zur Behandlung partieller Differentialgleichungen mit 
zwei unabhängigen Variablen x und y ließe sich femer an Vor- 
kommnisse bei der Kubatur anschließen. 



Sechster Abschnitt. 

Einige mathematische Instrumente. 



§ 46. Der Rechenschieber i). 

Nun sollen vor allem die wichtigsten mechanischen Hilfs- 
mittel zur Sprache kommen, die für die rechnerische Bestimmung 
der hier vorkommenden Größen von hervorragender Bedeutung 
sind. So ist der Rechenschieber ein sehr bequemes Mittel zu- 
nächst zur Herstellung von Produkten und Quotienten von Zahlen, 
wenn nicht viele Ziffern verlangt werden. Der Bang des Pro- 
duktes oder Quotienten ist nach den im ersten Abschnitte an- 
gegebenen Regeln zu bestimmen. 

Der Rechenschieber besteht aus einem Lineal und einem in 
einer Nute des Lineals laufenden Schieber oder einer ver- 
schiebbaren Zunge und dem sog. Läufer, das ist ein zur ge- 
nauen Einstellung und Ablesung benutzbarer, längs dem Lineal 
verschiebbarer Metallrahmen, der eine Glasplatte mit einem senk- 
recht zur Bewegungsrichtung gespannten Haare umrahmt. 

Das Lineal hat zumeist eine Länge von 250 mm, und in jedem 
Halbteile des Lineals findet sich eine Skala folgender Art: Die 
Länge von 125 mm ist so eingeteilt, daß die Logarithmen der ganzen 
Zahlen von 1 bis 10 proportional ihrer Größe angegeben sind, 
und die so erhaltenen Stellen die Zahlen tragen 1, 2, 3, ... 9, 1, 
so daß auf dem ganzen Lineale die Zahlen vorkommen 1, 2, ... 9, 
1, 2, ... 9 und 1. 

Danach wird die Strecke von 1 bis 2 

125 X log 2 = 37-63 mm 
lang, die von 2 bis 3 

125 X (log 3 — log 2) = 22-01 mm 



*) Hammer, Der logarithmische Rechenschieber und sein Gebrauch, 
Stuttgart 1898; Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, 1904, Bd. II, 
S. 146. 
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Od cy 



t-t- 



o- 



USW., endlich die von 9 bis 1 

125 X (log 10 — log 9) = 5-72 mm. 

Das Intervall von 1 bis 2 ist in 
zehn Teile geteilt, und zwar sind die 
Teilstriche, von denen der fünfte etwas 
länger als die anderen gezogen ist, 
entsprechend den Werten von log 1*1, 
log 1*2, ... log 1*9 eingezeichnet. Jedes 
der nun entstehenden Teilintervalle ist 
in fünf Teile geteilt, so z. B. das vierte 
entsprechend den Werten log 1*32, 
log 1-34, log 1-36, log 1-38. 

In jedem der Intervalle von 2 bis 
3, 3 bis 4, 4 bis 5 findet man erstens 
eine Einteilung in zehn Teile und dann 
eine Einteilung jedes der neuen Inter- 
valle in zwei Teile. So sind z. B. ent- 
sprechend den Werten von log 3, log 3*05, 
log 3-1, log 3-15, log 3-2 usw. Striche ge- 
zogen. 

In jedem der folgenden Intervalle 
5 — 6, 6 — 7, ...9 — 1 findet man 
aber nur je neun Teilstriche, von denen 
stets der fünfte größer ist, als die zu 
beiden Seiten nebenstehenden acht. 

Ganz dieselbe Einteilung wie auf 
dem bisher besprochenen oberen Rande 
Ä des Lineals findet sich an dem an- 
grenzenden Teile der Zunge. Diese 
Skala der Zunge sei mit B bezeichnet. 

Noch ist zu bemerken : Die einzelne 
Stelle ist zugleich Träger von Zahlen, 
die nur um Zehnerpotenzen als Faktoren 
voneinander verschieden sind. 

.Soll man jetzt das Produkt von a 
und b mit Hilfe des Rechenschiebers 
bestimmen, so suche man erstens auf 
der Skala Ä eine Stelle, die loga zu- 
gehört und nach der früheren Be- 
schreibung mit a bezeichnet ist, ver- 






pq 



\. 



»rHi-# 



O 
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schiebe die Zunge derart, daß die mit 1 bezeichnete Stelle der 
Skala B unter die Stelle a zu stehen kommt, suche auf der 
Skala B den Träger von h und schätze nach Einstellung des Läufers 
a.uf den Träger von h die Zahl ab, die auf der Skala A unter 
dem Haare des Läufers zu stehen kommt oder käme. Diese Zahl 
ist auf Grund der Regel für den Logarithmus zweier Größen a 
und b gleich dem Produkte ah. 

So findet man, abgesehen von einigen wenigen Hunderteln, 

1-68 X 3-65 = 6-1, 
indessen die Rechnung ergibt 6*132. 

Nach der Beschreibung des Instrumentes kann man nur die 
ersten 2 und 3 Ziffern des Produktes, d. h. die ersten 2 und 3 
Ziffern vom höchsten Range bestimmen; aber den Rang hat man, 
wie schon gesagt, selbständig nach unserer früheren Regel (siehe 
S. 18) zu ermitteln. So bestimmen wir mit Hilfe des Produktes 
3X6 und des Vergleiches seiner Zehner mit den Ziffern der 
höchsten Rangzahlen der Faktoren 39-1 und 675, daß der Rang 
von 39*1 X 675 vier ist, und auf dem Rechenschieber liest man 
ab, daß das Produkt 26400 sei, indessen es 26 392*5 ist. 

Der Quotient zweier Zahlen a und b wird mit dem Rechen- 
schieber in seinen ersten drei Rangziffem auf Grund der Regel für 

den liOgarithmus eines Quotienten t- in der Weise gefunden, daß 

man auf der Skala A die Stelle a fixiert und zwar auf der 
rechten Halbseite, wenn a abgesehen von einer Zehnerpotenz als 
Faktor kleiner als 6 ist, z. B. bei der Division von 4*5 oder 45 
durch 9, dann den Träger von b auf der Skala B unter a an- 
bringt und (mit Hilfe des Läufers) auf A die Stelle abliest, die 
oberhalb der Stelle 1 von B vorkommt. 

Nun kann man auch mit den Skalen A und B einen Aus- 
druck der Form t- c bestimmen. Man suche wie früher den Träger 

von T- und gehe dann auf B von der Stelle 1 zu dem Träger 

von c und sehe nach, welche Stelle auf A oberhalb c angeordnet ist. 

Und dieser hier eingehaltene Vorgang ist empfehlenswerter 
als der, erst ac zu bilden und dann die Division durch b zu voll- 
ziehen. 

Die Zunge und das Hauptlineal tragen noch je eine Skala 
C und Z), und zwar fällt auf ihre ganze Länge von 250 mm die 
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Skala, die früher auf den Halbteil von A und B fiel. Danach 
wird also oberhalb einem Teilstriche auf Q und Z), der Träger 
Ton a sei, auf A und B eine Stelle zu finden sein, die Träger 
von a^ ist. Z. B. ist oberhalb der mit 2 bezeichneten Stelle von 
G und D auf den Skalen A und B, die mit 4 bezeichnete Stelle zu 

finden. Man findet z. B. auch 3*162 = 10, wobei ein Fehler kleiner 

2 
als -— außer acht gelassen ist. 

umgekehrt liest man von einer Zahl a auf A ausgehend 

unter ihr auf Z) Va ab. 

Doch ist zur Ermittelung von Va zu bemerken: Wenn bei 
Einteilung der Ziffern des Eadikanden zu Paaren vom Dezimal- 
punkte ab an den Stellen höchsten Ranges ein Paar von Ziffern 
auftritt, so gehe man von der Stelle a im rechtsliegenden Halb- 
teile von -4 zu ya auf D unter ihr. Z. B. findet man y 23*3 = 4-82 

und f9Ö = 9-48. 

Doch wenn bei der Abteilung der Ziffern von a zu Paaren 
unter den Stellen höchsten Ranges eine Ziffer allein auftritt, so 
gehe man von der Stelle a im linksliegenden Halbteile von A zu 

der unter ihr befindlichen Va auf D. Man hat z. B. ^ 7-64 = 2*76^ 

V9 = 3. 

Noch sei zur Anwendung des Rechenschiebers beschrieben, 
wie man den Flächeninhalt eines Kreises vom Radius r aufsucht, 
damit wir auch zur Aussage gelangen, der Träger von n sei auf 
den Skalen A und B eingezeichnet. Man suche also auf D den 
Träger von r, stecke mit dem Läufer auf ^ r^ ab, stelle die 
Stelle 1 von 6 darunter und gehe auf B bis zur Stelle sr. .Ober- 
halb auf A finden wir eine Stelle, die den Inhalt der Kreisfläche 
angibt. 

Die Bestimmung höherer Potenzen a" und höherer Wurzeln 

n 

ya, wenn w ^ 3 ist und auch die von sina und tga soll hier 
nicht beschrieben werden, weil diese Operationen außer im Falle, 
daß n = 3 gilt, neue Skalen erfordern und darum nicht mehr 
die Einfachheit der Operationen wie bisher besteht. Aber es soll 
noch über die Fehler bei den bisherigen Rechnungen mit dem 
Rechenschieber gesprochen werden. 

Bildet man mit dem Rechenschieber n Produkte 

ayhy, (v = 1, 2, ... w). 
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80 sind diese mit positiven oder negativen Fehlem dy behaftet, 
die man genau angeben kann, indem man die Differenzen der ge- 
nauen Werte und der mit dem Meßinstrumente zu findenden bildet. 
In Prozenten ausgedrückt ist dann der a^ by = pv anhaftende 

Fehler ^, d. h. dem Produkte 100 gehört dieser Fehler an. 

Pv 

Darum ist der mittlere Fehler der n Werte für die Produkte in 
Prozenten 




1 ^^V iood^ YO 



Man findet hierfür den Wert 0*16 Proz., und d. h. 0'16 Proz. 
des Produktes ist als der Fehler bei der Multiplikation mit dem 
Kechenschieber einzuführen. 

Die Multiplikation erfordert drei Ablesungen; ebenso die 
Division. Darum ist der. Fehler des Quotienten ebenfalls 0*16 Proz. 



§ 47. Eine graphisehe Methode zur Flächenbestimmimg. 

In dem Abschnitte über die Anwendung der Interpolations- 
rechnung auf die näherungsweise Quadratur wurde schon gesagt, 
daß man den Inhalt einer durch eine Kurve y = f{x)^ die x Achse 
und zwei Gerade :r = c und x = d begrenzten Fläche näherungs- 
weise bestimme, indem man das Intervall von c bis d in w 
gleiche Teile teilt, dann die aufeinanderfolgenden Kurvenbögen, 

deren Projektionen auf die x Achse sind, je durch einen 

anderen Bogen ersetzt, der einer Parabel mit einem zur y Achse 
parallelen Hauptdurchmesser angehört, und der durch die End- 
punkte des zu ersetzenden Bogens wie auch durch den Kurven- 
punkt hindurchgeht, der dem Halbierungspunkte des Intervalles 
entspricht, dann aber die bis zu den Parabelbögen reichenden 
Flächenstreifen bestimmt und vereinigt. 

Doch dieses Verfahren hat seine Umständlichkeit und ins- 
besondere dann, wenn der von einer geschlossenen Kurve be- 
grenzte Bereich bestimmt werden soll. Darum soll vor Beschreibung 



^) An späterer Stelle wird darauf aufmerksam gemacht, daß der mitt- 
lere Fehler gegenüber den wahren Fehlem von Beobachtungen ein anderer 
ist als der gegenüber „scheinbaren Fehlern" dieser Beobachtungen. 
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von Apparaten zur Flächenbestimmung diese auch noch in anderer 
Weise vollzogen werden. 

Man teile die Umrandung des geschlossenen Bereiches in 
solche Teile, daß der einzelne Teil gut durch einen Parabelbogen 
zu ersetzen ist, bestimme dann die zwischen den Parabelbögen 
und den zugehörigen Sehnen befindlichen Parabelsegmente und 
auch den von aneinander stoßenden Sehnen begrenzten Flächenteil. 

Der Flächeninhalt eines Parabelsegmentes soll hier analytisch 
bestimmt werden. 

Es sei y^ = 2px die Gleichung einer Parabel und (x^^ yi), 
(p^üt 2/2) seien die Koordinaten zweier Parabelpunkte. Dann ist 
der Inhalt des Parabelabschnittes, dessen Sehne s die beiden 
Punkte verbindet, nach einem bekannten Satze: 

2 1 

/•Z = - (iTat/a — Xi j/i) — -(X2— Xi)(y2 + t/,)i 

oder nach einer Umwandlung 

/•? = - (X2 2/2 — ^1 2/1) + 2 ^^^ y^ ~ ^22/1)- 

Wir werden nun aber zeigen, daß diese Fläche auch 

gleichkommt der Fläche desjenigen Dreiecks über der 

4 

Sehne s, dessen Höhe ^ der Entfernung desjenigen 

o 

Parabelpunktes von der Sehne ist, in dem man eine zur 

Sehne parallele Tangente an die Parabel legen kann. 

Nur sei vorher bemerkt, daß man den Berührungspunkt der 

zur Sehne parallelen Tangente erhält, der die Koordinaten {x\ y*) 

Fig. 28. 




habe, indem man die Parabel mit der Verbindungslinie des 
Schnittpunktes der in den Endpunkten der Sehne zu verzeich- 
nenden Parabeltangenten mit dem Halbierungspunkte der Sehne 
zum Schnitte bringt. 
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Die Tangente des Neigungswinkels der Parabeltangente in dem 
Punkte {x\ y') gegenüber der positiven Richtung der x Achse ist 



Doch es soll sein 



p _ y-i — Vi 



y 



X^ X-^ 



und danach erhält man für die Koordinaten des Berührungs- 
punktes der zur Sehne parallelen Tangente die Werte 

, ^ I / ^2 — ^i V ^^^ ,^ 

2 Vvo — Vi/ J if 



X' 



Xo ~~~ Xi 



Vi —Vi 



Vi — Vi 
Nun aber wurde behauptet, daß 

sei, und das findet man wirklich bestätigt, weil der Abstand 
h des Punktes {x\ y*) von der Sehne ist: 

^ _ y'{^\ — ^a) — ^' ivi — y-i) + (2/1 ^2 — a?i t/2) 



\(x, — x,y 4- {y, 

Fig. 29. 



2/1)^ 




Bei Ausführung der angegebenen Methode wird man mit 
Vorteil auf der Verlängerung der Seite eines Dreieckes die der 
Sehne gegenüberliegende Ecke des benachbarten Dreieckes legen. 



§ 48. Der Integraph i). 

Die Größe einer Fläche zwischen der Kurve y = f(x)^ der 
x Achse und zweien in den Abständen a und x gelegten Par- 

^) Abakanowicz, Sur l'integraph et la courbe integrale. Paris 1889, 
deutsch von Bitterli, 1889. 

Bier mann, Mathematische Näherungsmethoden. 1^ 
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allelen zur y Achse kann man dadurch angeben, daß man die zu 
dem Werte x gehörende Ordinate Y der Kurve Y == F{x) be- 
stimmt, für welche 



X 



F{x)=^f{x) 



dx 



ist. 

Die neue Kurve heißt eine Integralkurve der gegebenen 
und zwar die, welche eine für x = a verschwindende Ordinate 
besitzt. Sie hat die Eigenschaft, daß 



dj 
dx 



= tg g) = y 



ist; d. h. in dem dem Punkte {x^ y) entsprechenden Punkte 
{x^ Y) der neuen Kurve hat die Tangente gegenüber der posi- 
tiven Richtung der x Achse eine Neigung 9), deren trigono- 
metrische Tangente gleich ist «y« Danach hat also die zu der 

gegebenen Kurve gehörende Integralkurve, die der Anfangs- 
bedingung genügt, daß {Y)xz=a = ist, Tangenten, deren Neigungs- 
winkel gegenüber der positiven x Achse trigonometrische Tangenten 

Fig. 30. 




Qi 



besitzen, die sich von f{a) bis f(x) verändern; und man bewerk- 
stelligt eine näherungsweise Zeichnung der verlangten Kurve, in- 
dem man an verschiedenen, am passendsten an äquidistanten 
Stellen des Intervalles von a bis x die Längeneinheit 1 im Sinne 
der negativen x aufträgt und von dem jeweiligen Endpunkte der 
Längeneinheit Q nach dem Endpunkte der x zugehörenden Or- 
dinate der gegebenen Kurve eine Gerade legt, denn dadurch hat 



§ 48. Der Integrapb. 211 

man die Tangentenrichtungeu der verlangten Kurve an den von 
a bis X gewählten Stellen, hat aber auch einen ihrer Punkte 
(a, 0) und kann die Integralkurve durch ein ihr einzuschreibendes 
Polygon ersetzen. Die zu x gehörende Ordinate Y dieser Kurve 
liefert die Größe der verlangten Fläche. 

Wenn man danach einen Punkt M' auf der durch den Kurven- 
punkt M gelegten Parallelen zur Ordinatenachse beliebig wählt 
und M' zwingt, sich in der Richtung von QM zu bewegen, so er- 
hält man eine solche Kurve, bei der die Fortschreitungsrichtung 
in dem Punkte (x, Y) gleich y ist. Doch das ist nur die ver- 
langte Kurve, wenn Y an der Stelle x = a null ist. 

Wenn man also die von M' beschriebene Kurve auf ein 
Koordinatensystem bezieht, dessen x Achse durch die Anfangslage 
von M' hindurchgeht und der gegebenen x Achse parallel ist, 
indessen die Y Achse mit der gegebenen zusammenfällt, so gibt 
die Ordinate der von M* beschriebenen Kurve, die zur Abszisse 
X gehört, die Fläche 



X 



I 



f{x)dx. 



a 



Wenn man die von itf' beschriebene Kurve aber auf ein 
Koordinatensystem bezieht, das sich von dem letzten durch die 
Lage der x Achse unterscheidet, diese etwa der früheren im Ab- 
stände G parallel läuft, so gibt die Ordinate der von itf' be- 
schriebenen Kurve, die zu dem Werte x gehört. 



X 

[f{x)dx + C. 



a 



Die verlangte Kurve beschreibt danach ein Apparat, der fol- 
gende Eigenschaften hat: Beim Durchlaufen der gegebenen Kurve 
mit einem Punkte M soll ein Punkt Q der x Achse mit ihm in 
solcher Verbindung bleiben, daß die Projektion von QM auf die 
X Achse die konstante Länge eins hat, und fernen soll ein mit M 
und Q in Verbindung erhaltener Punkt M' auf der durch M ge- 
legten Senkrechten zur x Achse gezwungen werden, sich in der 
Richtung von QM fortzubewegen. 

Man kennt die Bedeutung der von M' beschriebenen Kurve 
und weiß die x Achse so zu legen, daß die zu einer beliebigen 

14* 
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Abszisse gehörende Ordinate die verlangte Fläche liefert, d. h. es 
muß in dem Anfangspunkte ^ = a die Ordinate Y null sein. 

Die Beschreibung dieses Apparates, wie ihn Abdank-Aba- 
kanowicz erfand, ist umständlich und wäre hier wenig zweck- 
dienlich, indem die Beschreibung dem Leser ohne Augenschein 
keine Einsicht bieten kann. Darum soll die Bedeutung des Ap- 
parates nur dadurch hervorgehoben werden, daß gezeigt wird, 
wie durch Zeichnung von Integralkurven die Träger der Lösungen 
einer vorgegebenen algebraischen Gleichung 

g(x) = aoX*" + a^x*"-^ -\ h Un-iX + a« = 

mit reellen Koeffizienten zu finden sind. 

Das wird möglich werden , indem man y = g{x) zu einer 
Integralkurve werden läßt imd deren Schnittpunkte mit der Ge- 
raden 2/ = ö ermittelt. Denn diese kommen mit den verlangten 
Wurzeln überein. 

Bildet man 



d^'y 



= w! «0 



dx"^ 

und von der Geraden y = n\ Uq ausgehend mit dem Integraphen 
deren Integralkurve Y = n\ UqX -{- Ci^ setzt aber 

Ci = (w — 1)! ai 

und sucht nun von der Geraden 

y = n\ üqX -\- (n — 1)! Ui 

weitergehend deren Integralkurve 

T^ w! n I (w — 1)! , ,. 

r = 2] ^0 ^^ + ^ — fj—^ uix j^ c, 

und setzt 

Ca = (w — 2)! a^ 

usw., sucht endlich die Integralkurve von 

nämlich 

V ^*' V . I (^ — '»^ + 1)! , n 

r = ^ «0 ;r* + f- ^^ j-p ^ av_i x -{- C^ 

und setzt auch hier 
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so wird im Falle v = n 

endlich auch eine Integralkurve, und deren Schnittpunkte mit der 
Geraden Y = haben Abszissen gleich den verlangten Wurzeln; 
und so ist gezeigt, wie man mit dem Integraphen die Kurve 
y z= g{x) zeichnet und die Nullstellen von g {x) konstruktiv be- 
stimmt. 

§ 49. Amslers Polarplanimeter 0* 

Das wichtigste mechanische Hilfsmittel zur Bestimmung der 
Größe einer vorgelegten geschlossenen ebenen Fläche ist das 
heute viel benützte Polarplanimeter von Amsler aus dem Jahre 
1854. 

Dieses Planimeter, wie auch das verbesserte Kompensations- 
planimeter von Coradi besteht im wesentlichen aus einem um 
einen bei der Messung festzuhaltenden ^. ^ 

Punkt — um einen Pol P — dreh- 
baren Polarm und aus einem um dessen 
bewegliches Ende S drehbaren Fahr- 
arm, an dessen freiem Ende ein Fahr- 
stift F angebracht ist, mit dem man 
die Umrandung der zu bestimmenden 
Fläche zu befahren hat. Der Fahr- 
arm läßt sich so stellen, daß F unter 
die Verbindungslinie von P und S fällt 
und nach beiden Seiten ausschlagen 
kann. Die Länge des Fahrarmes heiße r, die des Polarmes iJ. 

Amsler brachte ferner an einem über S hinausragenden Teile 
des Fahrarmes ein Laufrad L mit glattem Rande an, dessen 
Achse der des Fahrarmes parallel läuft; doch Coradi bringt das 
auch mit einem Zählwerk zu verbindende Laufrad neben dem 
Fahrarm an mit einer Achsenrichtung wie früher. Die bei- 
stehende schematische Zeichnung verdeutlicht die Anordnung. 

Indem nun der Fahrstift eine geschlossene Kurve durchläuft, 
macht das Rad Umdrehungen, aus deren Anzahl man auf die 
Größe der umfahrenen Fläche schließt. 




^) Jordan, Handbuch der Vermessungskunde 1904, Bd. II, S. 126. 
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Wird das Laufrad in der Richtung seiner Achse bewegt, so 
macht es keine Umdrehungen; aber wenn es senkrecht zur Rich- 
tung seiner Achse bewegt wird, so macht es allein Umdrehungen 





und gleitet nicht. Wenn endlich der Mittelpunkt des Rades längs 
einem geradlinigen Wege s unter der Neigung von a Grad gegen 
die Radebene bewegt wird, so wird von dem Rade ein Bogen 
b = scosa abgewickelt (s. Fig. 32). 

Wenn ferner der Fahrstift F einen Kreisbogen f(p um P 
beschreibt, wo /" = FP und (p der Drehungswinkel im Bogen- 
maß ist, so beschreibt auch das freie Ende S des Polannes einen 
Bogen von der Länge R (p, W^enn nun die Entfernung des Mittel- 
punktes des Laufrades, der auch L heiße, vom Pole g genannt 
wird , so ist der vom Laufrade beschriebene Weg g (p und der 
vom Rade abgewickelte Bogen b = s cos a = gtp cos a, wo a nach 
der Zeichnung (s. Fig. 33) auch der Winkel zwischen PL und der 
Radachse ist, denn PL steht auf dem Wege von L senkrecht. 

Projiziert man PL = g und den Polarm R auf den Fahr- 
arm, nennt ß den Winkel zwischen Pol- und Fahrarm und nennt 
d den Abstand des Punktes S von der Radebene, so ist 

gcosa = Rcosß ^^ d, 

je nachdem man die Anordnung des Meßrädchens gegenüber an- 
deren Teilen des Instrumentes nach Coradi oder Amsler trifft. 

Femer gilt 

fi=^ B^ ^ r^ — 2Rrcosß, 
und danach 



b = (p(B cos ß -\- d) = (p 



R2 j^ r^ _ fi 
2r 



-h 



^), 
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und nach Einführung des Zeichens 

C^ = R2 -\^r^zf2rd 
wird 

Hier ist C nach seiner Definition der Wert von /*, den man 
erhält, wenn der Fahrarm auf der Verbindungslinie von P und 
L senkrecht steht. 

Wenn nun der Fahrstift auf einem Kreise mit dem Radius 
C um F in stets gleichem Sinne bewegt wird, so erfährt das 
Laufrad keine Drehung, weil rb verschwindet und die Radebene 
stets auf dem von L durchlaufenen Kreise senkrecht steht. Aber 
wenn F einen Bogen b auf dem Kreise f um P beschreibt, so 

Fig. 35. 
Fig. 34. 





wird ein solcher Bogen des Laufrades abgewickelt, daß rb der 
Differenz zweier dem Bogen g? angehörender Kreissektoren mit 
den Radien C und f gleich wird; und daher ist rb der Inhalt 
eines von P aus radial ausgeschnittenen Teiles eines Kreisringes 
mit den Radien C und f und der Öffnung (p. 

Wenn man F aber einen geschlossenen Kurvenweg durch- 
laufen läßt, so kann man den von jF beschriebenen Bogen aus 
Kreisbögen um P und geradlinigen von P aus radial ausgedehnten 
Strecken zusammengesetzt denken und man sieht, daß nach Rück- 
kehr des Fahrstiftes zum Ausgangspunkte der Bewegung die den 
geradlinigen Elementen zugehörenden Drehungen des Laufrades 
einander aufheben. 

Danach aber wird das Produkt aus der Länge des Fahr- 
armes in den abgewickelten Bogen des Laufrades, d. i. r6, sofern 
die umfahrene Fläche den Punkt P nicht enthält (s. Fig. 34), 
gleich dem Inhalte der umfahrenen Fläche. 
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Wenn aber die umfahrene Fläche den Pol P enthält (siehe 
Fig. 35 a. V. S.), so drückt r b den Inhalt der umfahrenen Fläche 
bis auf G^% aus, was uns in dem Falle des Kreises C um P — 
des sog. Grundkreises — früher schon bekannt wurde, denn da 
war rb ^s=^ 0^). 

Nennt man den Radius des Laufrades q und ist n die An- 
zahl seiner Umdrehungen bei einem Versuche, so ist 2 9 ^ w = i, 
also die Größe der umfahrenen Fläche in den zwei unterschie- 
denen Fällen 

2 QTin . Y 
oder 

2 9 ;rn . r -f- G^n. 

Wird 2 9 3r r, d. i. die einer Umdrehung des Rädchens zu- 
kommende Fläche, mit F bezeichnet, so wird also die umfahrene 
Fläche 

Fw 
oder 

Fw + G^%, 

Man richtet das Instrument so ein, daß F einen einfachen 
Zahlenwert, etwa 100 erhält und die Größe der Fläche 100 w mm 2 
oder (lOOw -f- C^^) nim^ wird. Der Fehler bei Umfahrung einer 
Fläche von 50 cm^ ist im Mittel gleich Smm^. 

*) Der sog. Grundkreis C ist nicht die einzige Kurve, bei deren Durch- 
laufen mit F das Rädchen keine Drehung erfährt. Siehe Lorenz, 1. c, 

S. 8 u. 9. 
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Der Grundgedanke der Ausgleichsrechnung i). 

Im Nachstehenden sollen die der Ausgleichs- und Wahr- 
scheinHchkeitsrechnung angehörenden früheren Aufgaben zusam- 
menhängend zur Sprache gebracht werden, vor allem weil der 
Leser der Methode der kleinsten Quadrate unter den Näherungs- 
methoden nicht entraten kann. 

Wird etwa ax^ wo x eine Veränderliche sei, oder werden 
bekannte Verbindungen mehrerer Variablen Xj, ^2? • • ? ^n — etwa 
die m linearen Verbindungen 

«u ^1 + tu ^2 H + d^^mi (ft = 1, 2, . . . m) 

— mehr als einmal bestimmt, d. h. gemessen oder beobachtet, 
so daß es mehr „Beobachtungsgleichungen" 

ax — 1 = 0, 
bzw. 

«u^i + 6.a^2 H h ^.u^w — lfM = (fA = 1, 2, ... m) 

gibt, als zur Berechnung der Variablen nötig sind, so bestehen 
zufolge der den Beobachtungsgrößen Zu anhaftenden Fehler £„, d. i. 

a^u ^1 + 6u ^2 + • • • + ^.u Xm ?.u = £.u, 

in den Beziehungen zwischen den Variablen und den Größen h 
Widersprüche, die sich durch gar keine Annahme über die zu 
bestimmenden, aber überbestimmten Größen beheben lassen. 

Es ist nun die Aufgabe, diese Widersprüche auszugleichen, d. h. 
es sollen die der Wahrheit zunächst liegenden Werte der Un- 
bekannten aufgesucht werden. Dazu muß gesagt werden und eine 
Entscheidung darüber getroffen werden, welche Werte die der 
Wahrheit zunächst kommenden genannt werden. 



*) Bauschinger, Encyklopädie, Bd. I, S. 768. 
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Zur Erläuterung diene das früher vorgekommene Beispiel, 
S. 39, wo y|2 -j- r^-'i für die Wertesysteme (|, rj)^ die in einer 
(f , Tj) Ebene in den Punkten des ersten Quadranten und zwischen 
den Geraden tj == und ^ = | ihre Träger fanden, näherungs- 
weise durch einen Ausdruck darzustellen war 

Es gibt ja keinen Ausdruck dieser Form für die algebraische 
Funktion. Was man daher auch den fraglichen Koeffizienten für 
Werte geben mag und was im allgemeinen | und ri auch für 
Werte haben (|j, t^»), so wird 

tot ^1 "T" '^i ^2 

gegenüber y II -f- ^» einen Fehler £,• besitzen. 

Es ist die Aufgabe, die unbekannten Koeffizienten x-^^ und 
a?2 so zu wählen, daß der Wert von |,rri -\- riiX^ in dem genannten 

Bereiche dem positiven Werte von V |? -|- i?? am nächsten liege. — 
Bei der Entscheidung, welche Werte als die der Wahrheit 
zunächst liegenden bezeichnet werden, sind die Forderungen maß- 
gebend: 

1. daß sie mit der Natur der Beobachtungsfehler in Über- 
einstimmung stehen und 

2. daß die zur Bestimmung der Werte nötigen Berechnungen 
einfache seien. 

Gauss hat die wahrscheinlichsten Werte als die der Wahrheit 
zunächst liegenden eingeführt, und stellte das nach ihm benannte 
Fehlergesetz auf, das ist eine Funktion ^(f), die die Häufig- 
keit des Fehlers durch den Fehler b ausdrückt. Dem Fehler 8 
kommt dann die Wahrscheinlichkeit q){s)dB zu und die wahr- 
scheinlichsten Werte der Unbekannten x^^ X2^ --. x^n — sie heißen 
Xi, ^2, . . . Xm — wurden die, für die die Wahrscheinlichkeit für 
das Zusammentreffen der x-^^ X21 ... Xn anhaftenden Fehler einen 
Maximalwert annahm. 

Damit wurde offenbar der ersten Forderung genügt, und der 
zweiten geschieht bei der Form des Fehlergesetzes auch Genüge. 
Doch dieses Gesetz ergab sich Gauss nur unter der Annahme, 
daß das arithmetische Mittel aus direkten Beobachtungen einer 
Größe der wahrscheinlichste Wert derselben sei, und zwar ist dann 

y TT 
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wo h die von der Genauigkeit der Beobachtungen abhängige Prä- 
zisionskonstante ist. 

Diese Konstante findet man nach Ermittelung des aus den 
Beobachtungswerten einer Größe x^ aus ?i, /g, ... In und aus den 
scheinbaren Fehlern 

l r— ly = Vv (r = 1, 2, . . . n), 

wo l das arithmetische Mittel der ly ist, berechneten mittleren 
Fehlers 

und zwar ist 

^ _ V2 _ 0-707 11 

Früher schon war bekanntlich 

v = n 
[VV] =z^vl. 
v = l 

Auch ist hier zu bemerken, daß der aus den wahren Fehlern 
^n ^2-> ••• *n berechnete mittlere Fehler folgendermaßen auszu- 
drücken ist: 



f» = / 



[SS] 



n 

wie z. B. in dem Falle des mittleren Fehlers von den an dem 
Rechenschieber abzulesenden Werten für das Produkt zweier Fak- 
toren a und b. 

Das Fehlergesetz 9? (s) wurde auch ohne den Satz vom arith- 
metischen Mittel und zwar aus der Natur der aus Elementar- 
fehlem zusammengesetzt gedachten Fehler abgeleitet; doch kein 
Beweis ist einwandfrei. 

Das Gausssche Fehlergesetz ist aber gewiß auch nicht richtig, 
indem nämlich nach diesem erst die Häufigkeit eines solchen 
Fehlers null wird, der dem Betrage nach größer ist, als jede noch 
so große Zahl anzeigt; das trifft aber gewiß nicht zu. Trotzdem 
hat das Gausssche Fehlergesetz allgemeine Aufnahme gefunden, 
indem es, wie die Erfahrung lehrt, die Tatsachen doch sehr gut 
beschreibt. 

Ist das Fehlergesetz aufgestellt, so ergibt sich die Wahr- 
scheinlichkeit für das Vorkommen eines Fehlers von einem Be- 
trage kleiner als « gleich 
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2h 



7t} V^J 



und die früher genannten Werte X^, X.^, . . . X^ sind diejenigen, 
für die die Summe der Fehlerquadrate ein Minimum wird; und 
danach verlangten wir auch (S. 112 und 154), daß die Koeffizienten 
einer Näherungsfunktion g(x) von f{x) so bestimmt werden, daß 
die Summe von Fehlerquadraten ein Minimum werde. 

Zum Beweise, daß die Werte x^^ X2^ ... x^ entsprechend der 
Forderung zu bestimmen seien, die Summe der Fehlerquadrate 
habe ein Minimum zu werden, bemerke man: 

Sollen x^^ x.2^ • . . ^w solche Werte annehmen, daß, wie schon 
fi*üher gesagt war, die Wahrscheinlichkeit für das Zusammen- 
treffen der Fehler £i, £3, ... £„ ein Maximum werde, so soll das 
auch für das Produkt 

TT -^ e-*'4 

zutreffen. Doch das wird der Fall, wenn 

v=zn 
v = l 

ein Minimum wird. Damit ist die Methode der kleinsten 
Quadrate begründet. 

Werden hierauf allgemeine Verbindimgen der m Unbekannten 

tA'i, ^^9) ... <^fn 

/ ,u V^n '^2? • • • '^mj vf* ^^^ 1? ^7 • • • ^) 

n mal und öfter beobachtet, als die Berechnung der m Unbe- 
kannten es nötig macht — die Beobachtungswerte heißen Jy — 
und kennt man Näherungswerte x[^\ x^^^^ ... x^^^ so lassen sich 
die Gleichungen auf Grund der Taylorschen Entwickelungen der 
Funktionen fu, nach Einführung der Zeichen 

x^j, — :r<f> = ^u (ft = 1, 2, . .. m) 

in der Umgebung der Stelle {x^^^) näherungsweise auf eine lineare 
Form bringen: 

^2 ^1 + ^-i -2^2 + • • • + ^^2 ^m = h-» 



ö^n -^1 -j- &n^2 + • • • + dn^m = -^n, 
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wobei 

K = ?a - fM^\ 4^ ••• ^SO (f* = 1, 2, ... m) 
bedeutet. 

Nun sucht man die Werte z^^ z^^ ... Zfn-, für welche die 
Summe der Fehlerquadrate ein Minimum wird, und diese Fehler 
sind: 

a^Zi -\- b^z-i -\- ••' + d, ^^ — Ag r= «g^ 



Man findet nun leicht, daß das jetzt in Frage stehende Werte- 
system — es heiße Z^^ Z^^ ,.. Zm — das ist, welches das be- 
stimmte Gleichungensystem befriedigt: 

\aa-\Z^ + [ah-\Z^ -\ \- \_ad]Z^ = [aA], 

\ba-\Z, + [b^Z^ H h [hd-\Z^ = \bll 



[da]Z, + [dO]Z, H h [rfdj^m = [dA], 

wo 

vz=n 

[a b] = [bd] = ^ av by 

v = l 

ist usw. 

Das Wertesystem X^, Xj, . . . X^ ergibt sich damit, daß man 

bildet: 

X^ = x(^)^Zf, (ft = l, 2, ...m). 
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Fläche 181. 

— , obere , für die reellen Wurzeln al- 
gebraischer Gleichungen 77. 

— , untere, für die positiven Wurzeln 
algebraischer Gleichungen 78. 

Grundkreis 216. 

Halbkonvergente Reihen 53. 
Harmonische Analysatoren 156. 
Hörne rs Methode zur Lösung von 

Gleichungen 82. 
Hyperbelkonstruktion bei gegebenen 

Asymptoten und einem bestimmten 

Punkte 60. 

Integral, bestimmtes, zur Darstellung 
des Restgliedes der ganzen rationalen 
Interpolationsfunktion 99, 104. 

— , — und ein Mittelwertsatz 99. 

kurve 199, 210. 

Interpol« tion, Aufgabe der — 92. 

Interpolationsfunktion des Logarithmus 
106. 

— , die beste 112. 

— , ganze rationale, einer Variablen 92, 
101. 

— , , zweier Variablen 138. 

— , ihre Konstanten 108. 

— , trigonometrische 146. 

— , — bei äquidistanten Stellen für die 
Funktionswerte 149. 

— , verallgemeinerte , Newton sehe 
143. 

— von Lagrange 93. 
Newton 113. 
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Intervall 40. 

— -teilung behufs der besten Quadratur 
188. 

— — in gleiche Teile behufs Ver- 
besserung der Quadratur 176. 

Irrationale Zahlengrößen 4. 

Koeffizienten einer ganzen rationalen 
Interpolationsfunktion 103. 

— in der trigonometrischen Inter- 
polationsfunktion 148, 161. 

Kompensationsplanimeter von Coradi 

213. 
Eomplanation einer gekrümmten Flache 

und Rektifikation 196. 
Eonstante, Fouriersche 153. 
Konvergente, halb — Reihen 53. 

— Zahlenfolge 2. 
Konvergenzintervall einer unendlichen 

Reihe 43. 

kriterium von Cauchy 43. 

Korrektionen bei der Fourier sehen 
Divisionsmethode 21. 

Kriterium für die Konvergenz einer 
unendlichen Reihe 43. 

Kubatur, näherungsweise — 183. 

Kurve für den Verlauf eines Zusam- 
menhanges 55. 

— , ihre Rektifikation 196. 

Lagrange sehe Interpolationsfunktion 

einer Variablen 93. 

zweier Variablen 144. 

Läufer des Rechenschiebers 203. 
Lineal des Rechenschiebers 203. 
Lösung einer algebraischen Gleichung, 

konstruktive 58. 
— , rechnerische 76. 

— mittels des Integraphen 212. 

— einer transzendenten Gleichung 87. 

— eines Systems linearer Gleichungen, 
konstruktive 74. 

— — — nichtlinearer Gleichungen, 
konstruktive 76. 

, rechnerische 84. 

Logarithmisches Bild einer Gleichung 65. 
Logarithmische Tafeln und ihre Fehler 

118. 
Logarithmus, ausgedrückt durch eine 

lineare Interpolationsfunktion und 

ein Restglied 106. 



Logarithmusberechnung , näherungs- 
weise durch eine unendliche Reihe 46. 
— , Brigg scher 50. 
— , natürlicher 50. 

— einer negativen Zahl 123. 

Mechanische Differentiation 133. 

Mehmkesche Methode zur Lösung 
von Gleichungen 64. 

Mehrfache Differentiation eines Pro- 
duktes von Funktionen einer Va- 
riablen 167. 

Methode der kleinsten Quadrate 112, 
154, 220. 

— von Mehmke zur Lösung von 
Gleichungen 64. 

Mittel, arithmetisches 5. 
Mittelwertssatz bestimmter Integrale 

99. 
Mittlerer Fehler 5, 219. 
Multiplikation, abgekürzte 30, 34. 
— , gewöhnliche 9. 
— , symmetrische 9. 
Multiplikationsprobe 12. 

Nachbarschaft einer Stelle 40. 
Näherungsfunktion behufs der besten 

Quadratur 188. 
— , die beste ganze rationale 112. 
— , ganze rationale 92. 

— von Lagrange 93, 14-1. 

Newton 113, 143. 

— , trigonometrische 146. 
— , — , beste 154. 

Näherungsfunktionen derselben Funk- 
tion 95. 

Näherungsmethode zur Lösung einer 
Gleichung nach Horner 82. 

Newton 79. 

Näherungs verfahren zur Behandlung 
von gewöhnlichen Differentialglei- 
chungen 197. 

Näherungsweise Darstellung eines pe- 
riodischen Zusammenhanges 168. 

— Kubatur 183. 

— Quadratur 170. 

— Übereinstimmung zwischen einer 
rationalen und irrationalen Zahl 4, 
22. 

Näherungswerte einer Wurzel einer 
Gleichung 79. 



Sachregister. 



225 



Näherungswerte für die Größen in 
einem Ausdioicke, dessen absoluter 
Fehler unter einer gegebenen Grenze 
liegt 29. 

Nenner eines Bruches 12. 

Neunerprobe, der Addition 8. 

— der Multiplikation 12. 
Newton sehe Interpolationsfunktion 

113. 

— Näherungsmethode zur Lösung 
einer Gleichung 79. 

Nullstelle einer Funktion 41. 

— einer ganzen rationalen Funktion 
62, 212. 

— , komplexe f einer ganzen rationalen 
Funktion mit reellen Koeffizienten 
76. 

Obere Grenze für den Doppelstreifen 
einer ebenen Fläche 181. 

Ordnung der Differenzen einer Funk- 
tion an einer Stelle 125. 

Parabelabschnitt 208. 

Parabelbogen als Begrenzungsteil eines 
Doppelstreifens 181. 

bögen als Begrenzung einer Fläche 

208. 

tangente parallel zur Sehne 208. 

Paraboloid und das näherungsweise 
Volumen eines Körpers 187. 

Partialsummen einfach unendlicher 
Reihen 41. 

Phase einer Welle 154, 159. 

Planimeter, Polar- 213. 

Polynomischer Lehrsatz 168. 

Po ncelet scher Ausdruck für die Wur- 
zel aus der Summe der Quadrate 
zweier Zahlen 38, 218. 

Potenzen auf dem Rechenschieber 206. 

Potenzreihen 42. 

Probe der Addition 8. 

— der -Multiplikation 12. 

Produkt, absoluter Fehler eines — 27. 

— ganzer Zahlen 9. 

— , relativer Fehler eines — 37. 

— zweier Zahlen in den höchsten Rang- 
zifEem mittels Rechenschiebers 204. 

Quadratur, beste 188. 
— , näherungsweise 170. 



Quadratur und Rektifikation 196. 
Quadratwurzel aus zwei 2. 

— aus der Summe der Quadrate zweier 
Zahlen 38, 218. 

Quersumme 8. 

Quotient ganzer Zahlen 14. 

Quotienten, absoluter Fehler eines — 

27. 
— , relativer Fehler eines — 87. 

— von Differenzen gleicher Ordnung 
130. 

Bang des Produktes ganzer Zahlen 17. 

zweier Dezimalbrüche 17. 

Quotienten endlicher Dezimal- 
brüche 16. 
ganzer Zahlen 13. 

— einer ganzen Zahl 5. 

— eines Gliedes im Dezimalbruche 16. 

zahl eines Dezimalbruches 16. 

Rationale Zahlengröße 4. 
Rechenschieber 203. 

Rechnungen mit ungenauen Zahlen 22. 

Rechnungsoperationen mit unendlichen 
Reihen 45. 

Rechteckformel 171. 

Reelle Zahlengrößen 40. 

Regel von Simpson zur Flächenbe- 
stimmung 173. 

Volumbestimmung 183. 

Regeln zur Bestimmung der absoluten 
Fehler von Ausdrücken 27. 

Reihe, binomische 51. 

— , halbkonvergente 53. 

— , logarithmische 46. 

— , Taylor sehe 43. 

— , unendliche 41. 

Rektifikation, näherungsweise 196. 

Relationen zwischen den Werten einer 
ganzen rationalen Funktion zweiten 
Grades zweier Variablen an neun 
Stellen besonderer Anordnung 145. 

Relativer Fehler 37. 

Rest bei der Division ganzer Zahlen 14. 

— der Binomialreihe 51. 

— der logarithmischen Reihe 48. 

— einer Potenzreihe 44. 

— in der Taylor sehen Formel 43. 
Restglied der ganzen rationalen Inter- 
polationsfunktion 97. 

zweier Variablen 142. 
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Restglied der linearen Interpolations- 
funktion des Logarithmus 106. 

trigonometrischen Interpolations- 
funktion 147, 166. 

— in der Cot esschen Formel 175. 

Simpson sehen Formel 174. 

Gestalt eines bestimmten Inte- 
grales 99. 

Scheinbare Fehler 5, 219. 
Schema von Differenzen 127. 
Simpsonsche Formel 173, 179. 

— Regel zur Bestimmung eines Volu- 
mens 183. 

Stelle auf der Zahlenlinie 40. 
Subtraktion ganzer Zahlen 8. 

— zweier Dezimalbrüche 16. 
Subtraktionslogarithmen 122. 
Summationslogarithmen 121. 
Summe, absoluter Fehler einer — 27. 

— der Ziffern einer ganzen Zahl 8. 
Symmetrische Multiplikation 9. 
Systematische Darstellung ganzer Zah- 
len 5. 

System von mehreren linearen Glei- 
chungen 74. 

zwei und drei nichtUnearen Glei- 
chungen 76. 

Tafeln, logarithmisohe 118. 

Tafelwerte bei Verkleinerung der Di- 
stanz der äquididistanten Stellen für 
das Argument 135. 

— , ungenaue, und Interpolationsfehler 
136. 

Taylor sehe Formel 43. 

— Reihe 44. 

Teilung eines Intervalles behufs ge- 
nauerer Flächenbestimmung 176. 

Transzendente Gleichungen 87. 

Trapezformel 173. 

Trigonometrische Interpolationsfunk- 
tion 146. 

Umgebung einer Stelle 40. 
Unendliche Reihen und Rechnungen 

mit diesen 44. 
Unendlicher Dezimalbruch 16. 
Ungenaue Tafelwerte 136. 



Ungenaue Zahlen 22. 

Untere Grenze für einen Doppelstreifen 
einer Fläche 181. 

Untere Grenzen für die positiven Null- 
stellen einer ganzen rationalen Funk- 
tion 78. 

Variable 40. 

Ver allgemeinem ng der Lagrange- 
schen Formel 144. 

— — Näherungsmethode zur Lösung 
von Gleichungen 84. 

— — Newton sehen Interpolations- 
funktion 143. 

Simpsonschen Regel 183. 

Volumbestimmung 183. 

— und Komplanation 196. 
Paraboloid 187. 

Vorschrift zur symmetrischen Multi- 
plikation 9. 

Wahrheit, nahekommender Wert 217. 
Wahrscheinlichkeit für einen Fehler 

von bestimmter Größe 116, 219. 
Wahrscheinlichste Form der Kurve für 

einen Zusammenhang 55. 
Werte einer Funktion an einer Stelle 

42. 

ganzen rationalen Funktion 133. 

zweiten Grades in zwei 

Variablen an gewissen neun Stellen 

145, 186. 

konvergenten Reihe 42. 

Wurzel auf dem Rechenschieber 206. 
— , zweite, siehe Quadratwurzel. 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung 

und der Integraph 212. 

Zahlen, genaue 5. 

— mit begrenzter Annäherung 22. 
— , ungenaue 22. 

Zahlenfolge, konvergente 2. 

— -linie 40. 

Zähler eines Bruches 12. 
Ziffernsumme 8. 
Zunge des Rechenschiebers 203. 
Zusammenhang, Definition 40. 
— , graphische Darstellung 55. 
— , periodischer 168. 
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Abakanowicz 209. 
Amsler 213. 

Bauschinger 217. 

Benze 29, 189. 

Berg, van den 74. 

Berger 55. 

Bessel 154. 

Biermann 17, 18, 34, 44, 63, 82, 85, 

110, 138, 156, 177, 183, 188. 
Bitterli 209. 

Bohlmann (siehe Serret-Harnack) 179. 
Bruns 129, 161. 
Burckhardt 146. 

Coradi 157, 212. 

Dyck 156. 

Fischer-Hinnen 159. 
Fourier 11, 20, 153. 
Friesendorff (siehe Markoff) 92. 

Gauss 92, 146, 192, 218, 
Griess 22. 

Hammer 203. 

Harnack (siehe Serret) 179. 

Henrici 157. 

Hurwitz 153. 



Jordan 119, 203, 213. 

Klein, F. 23, 98. 
Klein-Sommerfeld 23. 

Loewy (siehe Fourier) 11, 20. 
Lorenz 38, 87, 159, 216. 
Lüroth 5, 22. 

Markoff 92, 101, 103, 170, 193. 
Mehmke 1, 64, 74. 

Netto 94. 

Poincare 54. 
Pringsheim 41, 53. 
Prümm (siehe Markoff) 92. 

Runge 44, 53, 105, 157, 161, 197. 

Schlömilch 89. 
Schröder 80. 
Seliwanoff 125. 
Serret-Harnack 179. 
Sommerfeld 23, 91. 
Stolz 16. 

Tschebychef 160. 

Zemplen 103. 
Zimmermann 61. 
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